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Mécanique du solide

I) Cinétique des systemes matériels :
1 - Rappel ; composition des vitesses et des accélérations :

Soit (R) un premier référentiel (appelé « absolu », (Oxyz)) et (R’) un référentiel (appelé « relatif »,

>,

(O’x’y’Z’)) en mouvement par rapport a (R).

® (R’) est en translation par rapport a (R) :

Composition des vitesses :
vIM)=v'(M)+v, =v'(M)+v(0'")

Composition des accélérations :

aM)=a'M)+a,=a'(M)+a(0")
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® (R’) est en rotation autour d’un axe fixe de (R) : (O et O’ sont confondus)

Composition des vitesses :

F(M) =" (M)+7, = 7' (M) +Q o 0) AOM

Composition des accélérations :

aM)y=a'M)+a,+a,

—

~ 1 dQ w7 = A T A =
(M) =G (M) + | = A OM + 1y A (@ A OM) |+ S 4 AT ()]
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Exemple : un forain sur un manége pour enfants

Un manege d'enfants tourne a une vitesse angulaire constante ® > 0 constante. Le propriétaire
parcourt la plate-forme pour ramasser les tickets. Partant du centre a t = 0, il suit un rayon de la
plate-forme avec un mouvement uniforme de vitesse V.

a) Etablir I'équation de la trajectoire de 'homme dans le référentiel terrestre (trajectoire vue par
les parents).

b) Déterminer la vitesse de I'homme par rapport a la Terre, a partir des équations de la trajectoire
puis en utilisant la composition des vitesses.

c) Déterminer l'accélération de 'homme par rapport a la Terre, a partir des équations de la
trajectoire puis en utilisant la composition des accélérations.
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2 — Centre d’inertie d’un systéme, référentiel barycentrique :

Dans le cas de solides ou de systemes matériels, on est amené a définir une masse volumique, une
masse surfacique ou encore une masse linéique :

mzm(v)p(M)dr : mzﬂ(s)c)'(M)dS . om={ AM)dl

(C)
Le centre d’inertie d’un systeme sera défini par :
y p

® Distribution discontinue :

—_—

>mGM, =0 ; O0G=

; m

m,OM .

J‘-“-[V)p(M)G—A4>dT=6 : O_G’:”,[V)p(M)OMdT
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Le centre d’inertie possede la propriété d’associativité : le centre d’inertie G d’un systeme (S),
constitué de deux systemes S, et S, de masse m; et m, et de centres d’inertie G, et G,, est défini

par :

(m, +m2)O_G>=mlO—G1>+mZOG2

Disque rayon 300, épaisseur 100

Distance entre plans 250 mm

- I 3 Cylindre longueur 400mm,
Diameétre 200

Cylindre longueur 380mm,
Diamétre 80

Quel est le centre d’inertie de ce solide ?
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Référentiel barycentrique :

Le mouvement du systeme est étudié dans le référentiel (R). On appelle référentiel barycentrigue (Ry)
relatif au référentiel (R), le référentiel de centre G et animé d’un mouvement de translation a la

vitesse v(G) par rapport a (R).

(R)

X

La loi de composition des vitesses s’écrit sous la forme :

V(M) =v,(M)+v(G)
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3 — Résultante cinétique et moment cinétique d’un systéme matériel :

® Résultante cinétique (ou quantité de mouvement totale du systeme) :
P= m(v)p(M)v(M) dt = mv(G)

Dans le référentiel barycentrique, la résultante cinétique est évidemment nulle.

® Moment cinétique .

Le moment cinétique par rapport a O du systeme, dans le référentiel (R) est:

L, = I”(V)O—M A p(M)¥(M) dt
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Théoréme de Kanig pour le moment cinétique :

L, = j j L)OM A P(M)V(M) dt = j j iv)(OG +GM) A p(M)F, (M) +(G)) dt

L, =0G Am¥(G) +”£V)G_M A p(M)V, (M) dt
Soit :
L, =0G Amv(G)+L,,

Remarque :

Le moment cinétique barycentrique ne dépend pas du point ou on le calcule. En effet :

LG:LGb:LAb: b

b 2
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Moment cinétique par rapport a un axe :

La projection du moment cinétique £, du systeme (S) sur un axe A passant par O définit le
moment cinétique L de (S) par rapport a A.

Ainsi, en introduisant le vecteur unitaire ¥, de I’axe (A), on obtient :

L, =L,u,
On vérifie facilement que L, est indépendant du point O de I'axe A.

La notion de moment cinétique par rapport a un axe est intéressante lorsque le systeme (un
solide par exemple) est justement en rotation autour de cet axe A.
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4 — Torseur cinétique :

Résultante cinétique et moment cinétique d’une part possedent les propriétés d’un concept
mathématique appelé forsenr que nous allons définir.

® Notion de torseurs :

On considere un ensemble de points M; et a chacun de ces points on associe un vecteur 4; (ce
vecteur pourra étre la vitesse, la quantité de mouvement, une force qui agit en ce point, ...). On

définit alors :
R = Z q,
I

M, =3 (0M, AG)

* I.a résultante :

* Le moment en O :

On vérifie aisément que le moment en deux points O et A vérifient la relation :
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MA :MO +A_b/\l_é:]\20 +R/\6A (BABAR !I)

—_
—_

La résultante R et le moment en O, Mo | sont appelés éléments de réduction en O du torseur

(T) associé au systeme de vecteurs 4i. La donnée des éléments de réduction en un point O
définit completement le torseur puisqu’il est alors possible de calculer les éléments de réduction
en tout autre point A :

R est indépendante de A et M,=M,+ AO AR

® Torseur cinétique :

—_ —_

On vérifie que, dans le référentiel (R), la résultante cinétique P et le moment cinétique L, en
un point O d’un systeme matériel (S) forment les éléments de réduction d’un torseur, appelé

torseur cinétique et noté 7.(P,L,). On a notamment :

e

L, =L,+AOAP




Meécanique du solide, transparents de cours, MP, 1ycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

5 — Energie cinétique d’un systéme matériel :

® Définition :

E. :m(v)%p(M)v(M)zdr

® Théoreme de Kcenig pour I’énergie cinétique :

On montre que :

E. :lmﬁ
2

(G)? +”J;V)%,0(M)\7b (M)?drt

1 .
E. =Emv(G)z +E,,
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IT) Mouvement d’un solide :
1 - Le solide en mécanique :

On appelle «solide » un corps indéformable : la distance entre deux points quelconques dun
solide reste constante au cours du temps.

2 — Champ des vitesses :

Le solide (S) se déplace dans le référentiel (R). On considéere le référentiel (Rg) lié au solide (S)
d’origine P (point rigidement lié au solide).

Zg

Rs) 7y
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—

On considere un point M rigidement lié au solide ; on note £z, = le vecteur vitesse angulaire
instantanée du rétérentiel (Rg) par rapport a (R), qui est a priori une fonction vectorielle du temps.

La formule de Varignon (loi de dérivation dans les référentiels (R) et (R,)) donne :

d(PM) _ d(PM) CONPM

dt dt
(R) (Ry)

Apres calculs :

V(M) =V(P)+Q A PM

On constate que les vitesses des points d’un solide vérifient la loi caractéristique des moments
d’un torseur, appelé « torseur des vitesses » ou « torseur cinématique », dont :
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—

® [a résultante est le vecteur rotation QRS R =82,

e le moment en P est la vitesse V(P) du point P de (S) dans (R).
Premier exemple : le monvement d’une roue

On considere une roue de rayon b, de centre C, se déplacant sur le sol horizontal fixe dans (R), en
restant dans le méme plan vertical.

y}\
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On appelle I le point de contact de la roue et du sol a I'instant t. On peut en fait distinguer trois
points au niveau du contact de la roue avec le sol :

® le point I du sol qui est fixe dans (R).

® le point I; de la roue qui, lorsqu’elle roule, ne se trouve plus au contact du sol a un instant
ultérieur.

® le point géométrique I qui localise le contact.
Dans le référentiel (R) 1ié au sol, la vitesse du point I est bien évidemment nulle.

La vitesse du point I de la roue s’exprime en fonction de celle du centre C :

—

5(1.)=V(C)+QACI, =%(C)+QACI

—

ot §2=QuU_ estle vecteur vitesse angulaire instantanée de la roue.

l.e mouvement de la roue peut se décomposer en un mouvement de translation du centre
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d’inertie C et en un mouvement de rotation autour de I'axe (C,u,) 2 la vitesse angulaire :

—

Q=Qii. =—bi.

La vitesse V(I ) s’appelle vitesse de glissement de la roue sur le sol, Ve = V() . Elle est tangente au
sol.

La roue roule sans glisser sur le sol lorsque :

—

v, =V(I,)=0
St on note x 'abscisse de C (et donc celle de 1), on peut écrire :
v, =xu, +(Ou)A(bu,)=(x->b0) u,

La condition de non glissement donne alors :
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x-b6=0
Remarque :

Cette condition de non glissement revient a écrire que :

Ol =x=1IM = b8

19
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27 excemple ; monvement d’une roue sur un support cylindrigue

La roue de centre C et de rayon b roule sans glissement sur un support cylindrique de centre O et
de rayon a, fixe dans (R), tout en restant dans un plan vertical.

y A

< Y

E—
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On souhaite écrire :

v(l)=v(C)+Qu, ACI =0
puisqu’il n’y a pas glissement de la roue sur le support cylindrique.

Or:

—_—

. . d . - - L=
Cl =—bu, ; v(C):E((a+b)ur):(a+b)un¢ ,  (a+b)pu,—Qbu, =0

»

Par conséquent :
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3 — Eléments cinétiques ; relations typiques pour un solide :
® Rotation d’un solide autour d’un axe fixe :

On considere un solide (S) en rotation autour d’un axe A lié au solide et fixe dans (R) (Oxyz).
Tres souvent, le référentiel d’étude sera le rétérentiel barycentrique (Ry) (Gxyz) et les axes (Oz) et

(Gz) seront soient confondus soient paralleles a 'axe de rotation A.

Le solide est supposé homogene et on notera :

= JJ[ oz =, an

On pourra ensuite généraliser aux répartitions discretes, surfaciques ou linéiques.
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Moment cinétique en un point de l'axe :
On prend I'exemple d’une porte qui tourne autour de ses gonds.

Z)\

—_

Le solide et le référentiel lié au solide R (Oxgysz) tourne 4 la vitesse angulaire = bi. autour de
I'axe (Oz).
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On veut calculer le moment cinétique du solide dans le référentiel (R) par rapport a un point A
situé sur I’axe de rotation :

L, =MV)MAdmv(M)

On introduit le point H tel que :

AM = AH +HM  a0rs  AMui_ = AH

Apres calculs :

Lo=([[[, rmam |@-Qff[ AH HMdn=L,,+L,,
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Moment d’inertze :

On note Ly =Ly, 4. la coordonnée du moment cinétique sur axe A: Ly est appelé moment

cinétique du solide par rapport a 'axe A :
L, =| ||| HM?dm |Q
V)

Il est indépendant du point A.

On définit le moment d’inertie du solide par rapport a 'axe A

J, = H (V)HM *dm = H_[V)rzdm

ou r = HM désigne la distance du point M a I’axe de rotation.

5

Ja est une caractéristique du solide et ne dépend que de la répartition des masses dans le solide.
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Quelques exemples :
* Tige de longueur 2b, axe passant par son centre :

_ 2
* Cerceau de rayon R, axe passant par son centre : J o = MR

[,
* Disque ou cylindre plein de rayon R, axe passant par son axe : Ja = EmR
— 2 2
* Sphere creuse de rayon R, axe passant par un diametre : Ja= 3 R
2

mR?

* Sphére pleine de rayon R, axe passant par un diamétre : Ja = 5
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Moment cinétique perbendiculaive a ['axe :
q

L, =-Qff[, AH Hbidm

L, est perpendiculaire au vecteur rotation (a Paxe (Oz)). Il n’est en général pas nul.
On peut montrer qu’il est nul :
* Lorsque I’axe de rotation coincide avec un axe de symétrie du solide

* Lorsque le solide est plan dans un plan perpendiculaire a 'axe de rotation en A.




Meécanique du solide, transparents de cours, MP, 1ycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

Energee cinétique :

I’énergie cinétique du systeme dans (R) est :

E, J‘“;V)Edm (M) = ”J;V)Edmr Q°

Soit :

E, =1JAQ2
2

—

On constate que I’éneroie cinétique ne dépend pas de la composante L4, du moment cinétique.
q g q p p p q
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Utilisation des théoremes de Kanig :

Avec des notations évidentes :

L,=AGAmV(G)+J,.Qii. + L,

Le plus souvent, LG,b,L =0 ((Gz) sera un axe de symétrie du systeme).

Pour I’énergie :

1 1
E =—mv’(G)+—J_ Q7
C 2 ( ) 2 GZ

29
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Le théoreme de Huygens :

Le théoréeme de Huygens permet de relier les moments d’inertie Jo d’un solide par rapport a un
axe A et Ja g du solide par rapport a axe A parallele a A et passant par G :

J =./A’G+ma2

ou a désigne la distance entre les deux axes de rotation.
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Exemple : (cas de la roue)
On peut calculer I’énergie cinétique de la roue dans le référentiel du sol.

Dans le référentiel barycentrique :

E, =1y & =Llme =L
20" 2 2 4

ol 4

“°0 I(t) = Tg(t) = T(0)
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Le théoreme de Keenig relatif a ’énergie donne :

E = lm\72(C) +lml926"2 = lm)'c2 +lml926}2
2 4 2 4

C

Si on suppose que la roue roule sans glisser, X — bO=0 ct:

E. = émbzé2
4

32
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Excemple (le pendule double) :

Un pendule double est constitué de deux barres OA et AB identiques, homogenes, de masse m,
de longueur 2b et articulées en A.

Les deux barres sont astreintes a se déplacer dans le plan vertical (Oxy) et leurs inclinaisons sont
définies par les angles o et B (voir figure).

O

A\ 4
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Calculer le moment cinétique par rapport a 'axe Oz et 'énergie cinétique de ce pendule double.

A . . J = l mb*
Le moment d’inertie d’une barre de longueur 2b par rapport a sa médiatrice est 3 )

34
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Pour la barre OA :
4 4 2
J,,=—mb®> ; L,,.=—mb’a ; E_, ==mbd’
3 3
Pour la barre AB :

Les théoremes de Keenig donnent :

L,,. =(0G, nmV(G,)).i, +%mb2 B

1 11 :
E  =—mv*(G,)+——mb**
c,B 2 ( 2) 23 IB

Apres calculs :

35
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L,,. =mb*(4c+ f+2(c+ B)cos(a— f) +%mb2,3

E ,= %mb2(4022 + B +4af cos(a — B)) +émb2/32

c

Pour ’ensemble du pendule double :

LOZ — LA,OZ + LB,OZ ’ Ec — EC,A + Ec,B

36
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III) Etude dynamique des systémes matériels :
1 — Modélisation des actions mécaniques :

On s’intéresse aux actions mécaniques extérieures qui agissent sur un systeme matériel (S), en
commencant par quelques exemples classiques.

® [e poids d’un systeme :

La résultante de tous les poids élémentaires est :
P=||] dmg,=[[| pM)drg,=mg
W) 8o W) pM)dz g, 8o

Le moment résultant en un point A quelconque est :

M, :jjj(v)MAp(M)godfzUH(V)M/)(M)MJAgo = AG Amg,
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On montre ainsi que le poids du systéme est équivalente a une force unique P =mg, qui

s’applique en G.

® [es forces de pression sur la paroi d’un récipient :

On considere un récipient cubique de coté a, contenant une hauteur h d’eau (de masse
volumique uniforme p).

38
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On va montrer que l'action des forces de pression sur une paroi verticale du récipient peut étre
caractérisée par un glisseur.

Le calcul de la résultante des forces de pression est classique :

- h . h® .
F =, pgo(h=2)dzii, =pgya—i,

I.e moment en O des forces de pression est :

M, = H et OM A P8y (h—2)dydz i, = HP zu, NP8, (h—2)dydz u,

aroi

~ h - h o
M, = jo zp8,(h—z)adz u, = ,Og()azuy
1,=0BAF 0B="i
On constate que 'on peut écrire : M o — OBAF avec - guz
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L’action des forces de pression sur la paroi est donc caractérisée par une force unique F
passant par le point B.

On obtient bien un glisseur dont les éléments de réduction en B sont :

F = pPgoa— U

* La résultante est égale a o

* I.e moment en B est nul : MB =0

40
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® Couple s’exercant sur un systéme en rotation autour d’un axe fixe :

On prend Pexemple d’un couple créé par deux forces opposées. La résultante des forces est
nulle et le moment des deux forces au point O est indépendant du point ou on le calcule.

Un couple représente un exemple de torseur de résultante nulle. Le moment est donc
indépendant du point considéré.

K
F,

—

Le moment en un point A quelconque est en effet : (avec £y +F, =0)
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—

M =M1 +M2 =A—Ml/\1‘71 +MAﬁ2 =M,M, AF,
Il est bien indépendant du point A.
Exemples :
* Forces que 'on exerce quand on tourne la poignée d’une fenétre

* Action d’un champ électrique sur un dipdle électrique

* Un moteur exerce sur un cylindre extérieur par exemple une action mécanique
assimilable a un couple de moment ¢ colinéaire a ’axe de rotation commun du moteur et
du cylindre.

* Pendule de torsion dont le couple est de la forme — Cat.
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® Actions de contact entre deux solides :

Un systeme matériel solide (S) est en contact avec un support solide (X) ne faisant donc pas

partie de (S). Il y a interaction entre les particules de (S) et celles de (X), au niveau de la surface
de contact S.

On définit une densité surfacique de forces f(M) en chaque point de la surface de contact S.
On calcule alors :

] (S)
dF = f(M)dS

dS M

Support (X)
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F (2)>(8) ~ ”S f(M)ds

* ILa résultante :

M, s = [[ AM A f(M)dS

* Le moment en un point A :

2 — Lois de la dynamique dans un référentiel galiléen :

On considere un systeme matériel (S) fermé, de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement
dans un référentiel galiléen (R).

® [oide l'action et de la réaction :
Cette lo1 est encore appelée loi des actions réciproques.

On considere deux systemes (S,) et (S,) en interaction dans un référentiel galiléen (par exemple,
un livre posé sur une table).

—

Soient F, (resp. F5.,) la résultante des forces exercées par le corps 1 sur le corps 2 (resp. la




Meécanique du solide, transparents de cours, MP, 1ycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

résultante des forces exercées par le corps 2 sur le corps 1).

—

Soient M, et M, les moments correspondants.

—2

La loi de P’action et de la réaction affirme que :

— — —

:_Fl M .- =M .

F —52 et AF,_, AF_,

2—1

® Théoreme de la résultante cinétique (ou théoréme du centre d’inertie, ou théoréeme de la
quantité de mouvement, ou théoreme de la résultante dynamique) :

Dans un référentiel (R) galiléen :

—_

%(mﬁ(G)) _ap _ mi(G)=F,_

dt
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® Théoreme du moment cinétique en un point fixe :

On considéere un point fixe A du référentiel galiléen (R). Alors :

dL -
=M

dl’ A fext

La dérivée du moment cinétique du systeme par rapport au point fixe A est égal au seul
moment en A des forces extérieures au systeme (celui des forces intérieures est nul).

* Théoreme du moment cinétique par rapport a un axe fixe :

On considere un axe A passant par A, de vecteur unitaire U, , fixe dans (R).

En projetant le théoréeme du moment cinétique sur cet axe, on obtient le théoréeme du moment

cinétique par rapport 'axe A :
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L, -
dt B MAafext .uA N M

Ce théoréme sera couramment utilisé dans le paragraphe sur le mouvement d’un solide autour
d’un axe fixe.

(Ly,=L,u,)

A, ext

* Théoreme du moment cinétique au point G :

L, = ” , AM A dmi(M) = AGAmMV(G)+L,

— —_ —_

dL, — dL, — - dL
A =AG/\%(WI\7(G))+ C=AGAF,, + dG
!

dt

Dr’autre part :
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A’fext eXt G’fext

M, =[[[ AM Af., =AGAF, +i,,

dL, i

Ainsi, comme gy A.f.. , on obtient :

dL, i
dt- G, fou

Ainsi, le théoreme du moment cinétique peut s’appliquer au point G, méme si celui-ci est

mobile dans (R).
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3 — Théoréme du moment cinétique dans le référentiel barycentrique :

— —

On a vu que : Lg = G,b . Ainsi :

= = M G,ext

dt dt
Le théoréeme du moment cinétique s’applique au point G dans le référentiel barycentrique (R;) du
systeme comme en un point fixe d’un référentiel galiléen (bien que le référentiel barycentrique ne
soit pas a priori galiléen).
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Application : oscillations d’un cylindre

Veq D B
TZ
y
A MEONE
vy

On considere le systeme de la figure suivante :
On demande de calculer la période des oscillations verticales du centre C du cylindre homogene.

Le fil, inextensible, est sans masse et sans raideur et ne glisse pas sur la poulie. Le ressort a une

raideur k et une longueur a vide £o. On note y la position verticale de C et L la longueur du
ressort a I'instant t.

On désigne par € =Qu_ le vecteur rotation du cylindre.
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4 — Lois de la dynamique dans un référentiel non galiléen :

Il faut prendre en compte les forces d’inertie :

—

L i 6y=" = naG)=F, +F, +F,
dt dt

Et, en un point fixe du référentiel mobile :
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5 — Cas des systémes ouverts :

Exercice : il pleut sur un chariot

Un chariot, rempli de sable, avance sans frottements
sur des rails horizontaux avec une vitesse V-
Sa masse totale est alors Mu

La section du chariot perpendiculaire a la verticale
est notee S.

1) Soudain, la pluie se met a tomber, verticalement, et il rentre, par seconde D kilogrammes
d’eau dans le chariot.

Donner la loi d’évolution v(7) de la vitesse du chariot.
2) La pluie tombe maintenant avec une vitesse constante u et un angle 68 =45° par rapport a la
verticale, dans le sens contraire du mouvement du chariot ; on appelle M, la masse du chariot

et de son contenu a l'instant ou la pluie s’est mise a tomber de maniére oblique et v, sa vitesse
au méme instant.

Exprimer l'instant ¢, ou le chariot s‘arréte en fonctionde M, ,v, ,D ,uet@.
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6 — Formulation torsorielle des lois de la mécanique des systémes

On a établi que le principe de laction et de la réaction avait pour conséquence la nullité de la
résultante des forces intérieures ainsi que celle du moment des actions intérieures.

Ces deux résultats peuvent se condenser sous le fait que le torseur des actions intérieures est nul :

£ M, =0

int

Les deux grandes lois de la mécanique des systemes peuvent alors s’écrire sous la forme
torsorielle sutvante unique, dans un référentiel galiléen (R) dans lequel le point A est fixe :

2Ip.L,)=[7, 3,

(La dérivée d’un torseur se fait terme a terme)

Autrement dit, la dérivée du torseur cinétique est égale au torseur des actions extérieures.
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IV) Etude énergétique des systémes matériels :

Faire quelques rappels sur I’étude énergétique du systeme de deux points matériels. Rappeler
notamment que le travail des forces intérieures peut s’écrire :

oW, = fi.dr, = fi_,d(M M ,)

Ce travail, a priori, n’est pas nul sauf dans le cas de deux points matériels rigidement liés 'un a
Iautre (d(Mle) = O)

On s’attend alors que ce travail des forces intérieures soit nul pour un solide.
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1 — Puissance des actions exercées sur un solide :

En faisant appel a la notion de forces volumiques exercées sur un solide, on peut écrire la
puissance des actions (extérieures et intérieures) exercées sur un corps continu :

P= m(v) F(M).f(M)dt
Pour un solide :

(M) =V(A) +Q A AM
Soit, aprés calculs :
Q

On remarque que les forces intérieures n’interviennent pas dans cette expression de la puissance
recue par le solide.

P=V(A).F_+M

ext A, ext

Remarque : A pourra etre souvent le centre d’inertie G.
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2 — Théoréeme de P’énergie cinétique (ou de la puissance cinétique) :
Dans la suite, on se place dans un référentiel (R) supposé galiléen.

® Pour un solide :

dE

P=[[[, von.fandr=[[[ Fw.dma)=[[[ d%(%dmﬁ(M)zj -2

Ainsi, pour un solide :

~ dE
LD =—-=

G ext dt  (Théoreme de la puissance cinétique)

P=%(G).F_+M

Rappelons ici que P représente la puissance uniquement des actions extérieures subies par le
solide (la puissance des actions intérieures est nulle pour un solide).
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Le théoreme de ’énergie cinétique s’en déduit : ¢ Jext

Un 1¥ exemple : chute d’une tige sur le sol

Une tige AB, homogene, de centre G et de longueur 2b, est posée sur le sol, verticalement sans
vitesse initiale. Sous 'action d’un léger déséquulibre, elle tombe.

En supposant que Pextrémité A glisse sans frottements sur le sol, calculer la vitesse v,, du centre
G de la tige quand celle-c1 heurte le sol.

J :lmb2
3 .

Le moment d’inertie de la tige par rapport a sa médiatrice est
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3 — Energie potentielle et énergie mécanique d’un systéme :
La présentation est identique a celle faite pour deux points matériels :

L’énergie mécanique E  d’un systeme (S) est la somme de son énergie cinétique E_ et de I’énergie

potentielle interieure B, et extérieure B,

E =E +E

p,int

+ E

p,int p,ext

et le théoreme de I’énergie cinétique conduit, pour un systeme fermé (S) a :

E

forces ext et int non conservatives d { forces ext et int non conservatives

La plupart des actions mécaniques connues sont conservatives (le poids, la force électrique, la
force de gravitation, 'action d’un ressort, ...).

Parmi les actions mécaniques non conservatives, on peut citer les actions de contact entre solides,
la tension d’un fil, les forces de pression, les forces de propulsion, ...
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Conservation de I’énergie mécanique d’un systeme fermé, systeme conservatif :

S1 toutes les actions mécaniques dérivent d’une énergie potentielle (extérieure ou intérieure) ou st
toutes les actions mécaniques qui ne dérivent par d’une énergie potentielle ne travaillent pas, alors
I’énergie mécanique du systeme se conserve au cours du mouvement.

Le systeme est dit conservatif.
I’équation :

+ F = cSte

p,int p,ext

E =E +E

est appelée lintégrale 1 du mouvement (relative a I’énergie).
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Exemple d’application : oscillation d’une tige sur un demi-cercle

: . : : 1 .
Une tige homogene AB, de centre C, de longueur 2, de moment d’inertie J =<m/ * par rapport 2

un axe perpendiculaire a la tige et passant par C, glisse sans frottements a l'intérieur d’un demi-

20
R="2
cercle de centre O et de rayon 3 -

¢X

Ce cercle est situé dans le plan vertical (Oxy) d’un référentiel galiléen.

Déterminer I’équation différentielle vérifié par 'angle 0 défini par € =(u,,0C)  Calculer la
période des petites oscillations de la tige autour de sa position d’équilibre.
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V) Contact entre deux solides — Lois du frottement :

Le contact est une notion concrete familiere. Il est facile de déterminer visuellement si deux
objets sont en contact. Cependant, au niveau microscopique, les choses sont bien plus difficiles.
Déja, la surface des objets usuels qui nous semble lisse est loin de I’étre vraiment: les atomes
situés a la surface sont disposés aléatoirement et la position de la surface des solides subit des
variations trés brusques (voir figure sutvante).

Quand on approche deux objets, les nuages électroniques des atomes situés aux deux interfaces
finissent par étre trés proches et la répulsion électrostatique entre ces nuages engendre la non-
interpénétrabilité entre les solides. On comprend donc, vu la complexité de la situation,
qu’obtenir une loi exacte décrivant les contacts au niveau macroscopique n’est pas aisé.
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1 - Etude cinématique :

On considere deux solides (S) et (X) en mouvement dans un référentiel (R) de manicre a ce qu’ils
restent toujours en contact ; ce contact peut se traduire :

® Par une surface commune
® Par une ligne commune
® Par un ou plusieurs points communs

Ainsi, 1l existe au moins un point Iy de (S) en coincidence avec un point Iy de (X) en I a tout
instant t.
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On appelle vitesse de glissement #, de (S) sur (X) en I a instant t, le vecteur :

v, (D) =v,(Ug)yry =V, Uy gy

Cette vitesse de glissement de (S) sur () en I est aussi la vitesse du point I de (S) dans le
référentiel (Riy) li¢ a (X) :

ﬁg (I) = vg (IS )/(Rz)
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On dit que (S) ne glisse pas sur (2) si la vitesse de glissement est nulle en tous points de contact, a
tout instant :

(D) =V,(Ig) k., = 0

2 — Actions mécaniques de contact :

® Diéfinition des composantes normale et tangentielle de la résultante des actions mécaniques
de contact et des moments de frottement de pivotement et de roulement :

On note dans la suite R la résultante des actions de contact du solide (1) sur le solide (2). Elle se
décompose selon :
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® [.0is de Coulomb

Au XVIII*™ siecle, Coulomb a énoncé les lois approchées suivantes, valables pour le frottement
de glissement entre deux solides en contact ponctuel (on considérera dans la suite que ces lois
restent valables méme si le contact n’est pas rigoureusement ponctuel) :
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—

Solent deux solides (§,) et (S,) en contact ponctuel. On note Ve la vitesse de glissement de (S,)

par rapport a (S5).

¢ SiVe 7 0 (il y a glissement), la force de frottement de glissement vérifie :

Ty . Ti,<0 5 |T|=f|N|

8

ou fest appelé coetficient de frottement de glissement.

—

® Si ‘7g =0 (il n’y a pas glissement), alors :

<1181
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Quelques exemples de coefficients de frottement :

~ Nature du contact | Coefficient de frottement f
bois sur bois 0,30 a 0,50. e
aclier sur acier (a sec) 0,15a 0,20
acier sur caoutchouc 0,25a 0,45
pneu sur route seche 0,7
pneu sur route mouillée 0,1
meétal sur glace 0,02
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® CoOne de frottement :

On considere un solide immobile sur un sol incliné.

Le solide reste t'1l immobile ou commence t’il a glisser ?

tana < f =tan @ ou o < @ = arctan f

L’interprétation géométrique est que la résultante R doit se trouver dans le cone d’axe N et de
demi-angle au sommet @ = arctan f . Ce cone est appelé cone de frottement.
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3 — Approche énergétique :
® Puissance des actions mécaniques de contact :

On a vu que la puissance des actions exercées sur un solide est :

ou A est un point quelconque du solide.

On s’intéresse a action du solide (§,) sur le solide (S,). Le contact est supposé ponctuel en I.

On note R la résultante de Paction de (S,) sur le solide (S,).
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Alors, la puissance recue par le solide (S,) de la part du solide (S,) est : (le moment est nul puisque
le contact est ponctuel)

P, =7(Iy ).R

‘R désigne la résultante de 'action de (S,) sur le solide (§,). Alors, la puissance regue par le solide

(S,) de la part du solide (S,) est :
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P, =V(I).(-R)

Soit, apres calculs :

P

v, .R
8
Soit encore, puisque N est perpendiculaire 4 la vitesse de glissement :

P=v T
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® Conséquences des lois de Coulomb :

*1ly a glissement :

Alors, T.vg <0

totale diminue.

et P <0. A cause des frottements entre les solides, leur énergie mécanique

* 1l y a roulement sans glissement :

Alors la vitesse de glissement est nulle et P = 0. Les actions de contact ne dissipent aucune
énergie alors qu’il existe la plupart du temps une composante tangentielle non nulle de
frottement.

Tres souvent, le solide (§,) est le sol immobile ; alors :
P=7v(I;)T =0

En cas de roulement sans glissement, la puissance des actions de contact du sol immobile sur un
solide est nulle.
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4 - Application a la résolution des problémes :

1.’étude d’un mouvement avec contact de solides fait intervenir notamment les forces de contact
comme inconnues. Pour résoudre le probléme, il faut écrire :

® [es équations découlant du principe fondamental des systemes.

® Une relation supplémentaire provenant dune hypothése sur lexistence ou non d’un
glissement, hypothése qui devra étre vérifiée.

Si 'on suppose qu’il y a glissement, la relation supplémentaire est alors donnée par la loi de
Coulomb :

rinv, . Ty.<0 o |T=1,

I1 faut ensuite vérifier que la vitesse de glissement est bien non nulle et de sens opposé a T .

Si on suppose qu’il n’y a pas glissement, la relation supplémentaire est V, =0 et il faut alors
vérifier que T < fN .
Enfin, si le mouvement comporte différentes phases successives de natures différentes (avec et

sans glissement), la vérification de lhypothése choisie permet de déterminer linstant de
changement de phase.




Meécanique du solide, transparents de cours, MP, 1ycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

Un 17 exemple d'application ; un cylindre sur un plan incliné :

1
Un cylindre homogéne de centre d’inertie C, de rayon R et de moment d’inertie / =5 R’ par

rapport a son axe, est posé sans vitesse initiale sur un plan incliné d’un angle o sur ’horizontale,
dans le référentiel terrestre (R) galiléen (’axe du cylindre est horizontal).

On désigne par f le coefficient de frottement de glissement entre le cylindre et le plan incliné.

a) Déterminer l'accélération X du cylindre. Montrer qu’il y a glissement ou non selon la position
de O par rapport a une certaine valeur 0, que 'on déterminera.

b) Faire un bilan énergétique entre les instants O et t. Envisager les deux cas a<a, et a>a,.
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Un 2" excemple d'application ; cylindre posé sur sa base

On considere un cylindre (C) de masse M, de rayon a et de hauteur h. On pose le cylindre sur sa

base sur un plan incliné d’angle 0l. Sa vitesse initiale est nulle.

Dans une premiére expérience, on pose le cylindre C sur sa base (voir figure

En augmentant l'inclinaison de P 3 partir de & = 0, on constate I'existence d’un
a.ngle limite o4 tel que C reste en equilibre si o < g, et que C glisse vers le bas
Sl & > a;. Nous allons interpréter ces observations.

Y
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VI) Rotation d’un solide autour d’un axe fixe :

1 - Description de quelques liaisons classiques entre deux solides :

® Liaison glissiere ou liaison prismatique :

L

oo
. e
H s TEER
H -
.................... < b

> si e

® Liaison rotule ou liaison sphérique :
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® Liaison pivot (ou liaison rotoide) :

2 — Liaisons parfaites :

Par définition, une liaison parfaite entre deux solides est telle que la puissance totale entre ces
deux solides est nulle.
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Exemple : une liaison pivot parfaite

Le solide (S) est maintenu par deux pivots quasi-ponctuels en A et B de maniére a pouvoir
tourner autour de 'axe fixe (AB) dans le référentiel d’étude. Nous supposons que les liaisons en
A et B sont parfaites : les actions de contact qui s’exercent sur (S) en A et B se réduisent

—

respectivement a deux forces : Ry passant par A et R, passant par B.




Meécanique du solide, transparents de cours, MP, 1ycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

3 — Etude du mouvement de rotation (liaison pivot) :

Rappel : (théoreme du moment cinétique par rapport a un axe fixe)

On considere un axe A passant par A, de vecteur unitaire ¥, , fixe dans (R).

A (S)

m A
LA
A

En projetant le théoreme du moment cinétique sur cet axe, on obtient le théoreme du moment
cinétique par rapport 'axe A :
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dL -
A:M

dt Afes (Ly =Ly iiy)

u, =M

A, ext

Ce théoreme sera couramment utilisé dans ’étude du mouvement d’un solide autour d’un axe
fixe, en utilisant :

L, =J,

ou M désigne la vitesse angulaire du solide, portée par I'axe A.

Finalement (théoréme « scalaire » du moment cinétique pour un solide en rotation autour de I'axe
de rotation A) :
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4 — Exemples :

® Machine d’Atwood :

Une poulie sans masse est attachée au plafond par une tige. Cette poulie tourne sans frottements autour de son
axe. Un fil inextensible et souple, de masse négligeable, attaché a ses deux bouts a deux masses m; et m, coulisse

sans glisser sur cette poulie.
1. Montrer que la poulie transmet les tensions, ¢'est-a-dire que les tensions du fil de chaque c6té de la poulie sont
identiques.

l 22
u
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2. Montrer que la tension est la méme tout au long de la corde libre.

3. FEn déduire les accélérations des deux masses. Commenter le résultat.

® Le pendule pesant :

* Equation de la dynamique :

* Approche énergétique :



