Oscillateurs mécaniques

(mécanique du point matériel)

A — Etude en régime libre

Olivier GRANIER



’ - - -
O ~

> 1 - Un 1¢r exemple simple : systeme {masse - ressort horizontal} :

* En l'absence de frottements : le PFD ou une étude énergétique conduisent a :

u f Y+t—x=x+wrx=0
S~ ==y M(m) m ’
|

/7

K O : T():_Zzﬂ' ;
' 0))
1 X 0

La solution de cette équation différentielle est de la forme :

AN

N

\Vx

x = Acos wyt + Bsin @yt = C cos(Wyt — @)
Simulation Java 1 sl -
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» Un ler exemple simple : systéme {masse - ressort horizontal} :
* En présence de frottement fluide en —hmy :

Le PFD s'écrit alors, en projection sur I'axe (Ox) :

mx =—kx—hmx soit x+hx+—x=0
m

k a
On pose : Wy =~ : h=21=20m,=—2
g 0

o est le facteur d'amortissement de l'oscillateur et Q le facteur de qualite.
Alors : x+2/bc+a)§x = x+20'a)ox+a)§x = x+—0x+ng =0

Différents régimes, selon les valeurs prises par ¢ (ou Q = 1/20) : régime
pseudo-périodique, régime apériodique ou régime apériodique.

Simulation Cabri 15 m—)y- i
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» 2 - Méthode de résolution de I'équation différentielle :

x+2/1x+a)§x=x+20'a)0x+a)§x=x+50x+a)§x=0

On recherche des solutions de la forme exp(rt), avec r appartenant a priori au
corps des complexes. On aboutit au polynome caractéristique :

r’ +20a,r+a; =0
Dont le discriminant est
A=4w;(c* -1)
A<O0 soit o <l1:régime pseudo— périodique (r;, 1, € C)
A>0 soit o >1:régime apériodique (1,1, € R)

A=0 soit o =1:régime apériodique critique (racine unique, r = —@y)
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Régime pseudo-périodique : (o <1) (CI : x(0)=x, et vitesse initiale nulle)
e e e i —~owyt B0
BEEEE W s B — x(t) = xpe (COS(M)+ sin(ax )
R-babl Qo cE el @E- '4))]

X

x(t) = Ce ' cos(awrt — @)

2
o, o
C=xy,/1+ — ; tan¢=—O
) a

(avec @ = (00\/1—0'2)

(Pseudo— pulsation)

Simulation Maple -

Simulation Regressi -

0=100 10|

M | & paimpesiop | TP &) cours intera... | [G]Mirosoitpo... | B Disporamap... | B Régmestra
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Régime apériodique : (o>1) (CT : x(0)=x, et vitesse initiale nulle)
T — 1ok \/27 >
T AT ' n=—0wy+oNo" =l =—0owy-gyvo~ -1
0=1.2 W= @, o’ -1
_ o,
x(t) = xye O\ ch(ar) + —~ sh(ar)
)]
Xog _ o, _ o,
x() =L | 1-—L |7 4| [+—2 |
2 17, @
. | _ Simulation Maple -
M 4] Paim Desi oy} 4§ Cours inkeract 3 _@nua;mawm M(r siift Fnoto. Qﬂ

Simulation Regressi -
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Régime apériodique critique : (oc=1) (CI : x(0)=x, et vitesse initiale nulle)

L Utitiser e clic droit pour ouviir ke menu local - [Graphe] [;]rf,w
] Fichier  Edition Fendire Pages Opticns Aide - |8 x

EllE e (el e ol wo-1 ] |
R lxl QANE - &k @E-

X

—)t
x(t)=xg(1+apt)e ™
o=1
Simulation Maple
Simulation Regressi
W"\Eﬂpammmp _:_._;w _'_E]cousumeuectr... | [E microsot pomer... __Mn:ros.ortpnaa... Qﬂ
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> 3 - Autres exemples d'oscillateurs : Le ressort vertical

A vide A |'équilibre En mouvement
/ k T
=l gyt X T
og e m=a . YT (g 0000 N <IN
2 x |
= = =Y =

U, -
mg

m—)

x 8

|

o =kl =)y 3 T=—k(lz+x—100)ii,
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En I'absence de frottements :

B = mg

A I'équilibre : mg+T,, =0 ; —k(l, —lou, +mgu, =0 ; /7, g =fot—
En mouvement : mg+T =ma —k(féq+x—€0)ﬁx+mgﬁx =mX U,
En tenant compte de la relation obtenue a I'équilibre :

o i . k

x+—x:x+a)§x:O (Avec @y = ,|—)

m m
En présence de frottements fluides :
Par un raisonnement similaire, on obtient :
mg+T —hmv =mad —k(l sy +x—"Lo)u, +mgu, —hmxu, =mXu,

x+hx+£x=x+26(oox+a)§x=0 (Avec @y = ,|— et 20w, = h)
m m
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—k(l gy — L )i, +mgsinaii, =0

d'oiv : 0, =0,+280%
k

En présence d'une force de
frottement fluide de la forme —hmv,
I'équation différentielle vérifiée par
la variable x peut encore s'écrire
sous la forme canonique :

x+hx+—x=x+20'a)0x+a)§x=x+—ox+ ngzo
m
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Oscillateurs couplés :

Enoncé du probleme : (fichier au format pdf)

2

Simulation Regressi -
Simulation Java
(oscillateurs couplés) -

Simulation Maple -
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Le pendule simple :

En présence d'une force de frottement fluide —hmyv :
PFD sur Uiy : ml6 =—mgsin@—hm(/0)

Soit : é+h9+%sin¢9 =0+ 20@0+ax, sinf=0

Si lI'angle 6 reste « petit », alors on retrouve
I'équation habituelle :

é+hé+%9: 0+20w0+a;0=0
\ 4
Simulation Java y 4
Simulation Regressi - (pendule amorti) -

Simulation Maple - Simulation Java -

(pendule chaotique)
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> 4 - Notion d'espace des phases :

Cet espace est le produit de I'espace ordinaire par |'espace des
vitesses. En d'autres termes, un point matériel M est repéré dans cet
espace par les coordonnées (x,y,z) de son vecteur position ainsi que par
celles de son vecteur vitesse, notées (vx,vy,vz).

On se limite aux cas ou un point matériel M est animé, dans |'espace
ordinaire, d'un mouvement a une dimension, le long de |'axe (Ox).

Dans |'espace des phases, le point représentatif de |'état de M se
déplace alors dans une région a deux dimensions.

Ce point, de coordonnées (x,v), décrit lors du mouvement de M une
courbe appelée "courbe des phases". Cette "trajectoire" de M dans
|'espace des phases a pour origine le point My(x,,v,) correspondant a
|'état initial de M.
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La position du point matériel est completement déterminée par la donnée
des conditions initiales et par la connaissance des équations du mouvement.

Comme |'évolution de la particule est univoque, deux trajectoires dans
|'espace des phases ne peuvent pas se croiser. Si cela était possible, en
prenant ce point d'intersection comme conditions initiales, on pourrait
obtenir deux solutions distinctes des équations du mouvement, ce qui est
interdit pour des raisons mathématiques.

Exemples de courbes des phases :
*** . ° ° (] . \

initialement en mouvement, M n'est soumis a aucune force.
*** initialement immobile, M est soumis a une force constante F.

*** initialement en mouvement, M est soumis a une force de frottement
proportionnelle a sa vitesse : F = -hmv (a : constante positive).
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*** initialement immobile hors d'équilibre, M est soumis a une force de
rappel proportionnelle a son élongation : F=-kxi (k : constante positive).

La courbe des phases peut se retrouver en écrivant l'intégrale !ére du
mouvement.

Quelle est |'équation de la courbe des phases dans le plan (x,v/®,) ?

*** Déterminer, par la méme loi de conservation, la courbe de phase pour
un pendule simple (masse m et longueur L).

Quelle est I'équation de la courbe des phases dans le plan (6, 8/ @,) ?
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» 5 - Portrait de phase d'un oscillateur :

Lecture de portrait de phase (ex 5) : on considere
le portrait de phase d'un oscillateur harmonique
amorti composé d'une masse m = 500 g soumise a

une force de rappel élastique (ressort de raideur k) | X(cm-s71)
et a une force de frottement fluide ( —Av, v étant e I —
la vitesse de la masse m et on note x l'écart a la L o, [ | A _{
position d'équilibre). L'étude est réalisée dans le g' ‘ P M = e R |
référentiel galiléen du laboratoire. / /_q,z_ R {)m§_‘
a) Déterminer la nature du régime de l'oscillateur. "/ SN \1[ o0 e / 3 (cm)
. . e | | { r’Fjﬁ \[ W s

b) Déterminer, par lecture graphique : s Ab Al %f_/ / IIRE 4

* La valeur initiale de la position x,. / \ / QLE_;_J:/}// /

* La valeur finale de la position x.. o e :—---_D’q T / —

* La pseudo période T,. ;?ﬁ“’—\iu—*i,_ T :1

* Le décrément logarithmique &. s B | —0,6 | _—

c) En déduire la pulsation propre w,, le facteur de
qualité Q de l'oscillateur, la raideur k du ressort et
le coefficient de frottement fluide A.
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\ x(cm-s71)
0,5 -
0,4
~1 0,3

(cm)
AW .
13 L J1 | 2 7 4
il T el |
158 ms :UIS-—-‘-“‘( / i
f ~0,4 b
473 m \‘\fi | e
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a) Régime pseudo-périodique : présence de frottements, la courbe
de phase n'est pas fermée. Elle se termine en un point d'équilibre
stable (ici le point O), appelé attracteur.

b) X, = 3 ecm . x; = 0 cm (attracteur) ; T, = 315 ms ;

w
o=1In Xo =1n pulll g =0,628 ; x(t+Ta)=e_5x(t)=e_m°T“x(t)
X 1,6.10
c)Q =5 @, = 20,05 rad.s™ ; O'ZL:O,I

k=m(0§=201N.m_1 - A=m—2 =2 Nm's
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> Portrait de phase d'un pendule simple :

Fichier Maple

I
(Pendule simple)

Simulation Java
(pendule chaotique) -
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Trampoline (ex n°2) :

On considére la modélisation d'un trampoline a l'aide de deux ressorts de longueur a vide |,
et de raideur k. Un homme, assimilé a un point matériel M de masse m monte sur le trampoline
qui s'enfonce ; son mouvement est vertical le long de I'axe (Ox).

Données : k=3300N.m™ ; ¢, =1m;m=80kg;d=5m

Dans les deux premiéres questions, on suppose que
I'homme reste en contact avec le trampoline : il est B
solidaire du trampoline.

a) Déterminer la distance d'enfoncement x, a d
I'équilibre lorsque I'homme monte sur le trampoline. En
déduire l'allongement des ressorts.

A\ 4

'D> A
/

b) L'oscillateur obtenu est-t-il harmonique ?

<)
=
Sy
<

M(m)
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a) Bilan des forces a I'équilibre : Le poids : mg u,

i
MB

La tension du ressort de droite : fd =k(MB—/)

e

2
MB=—xii, +(d/2)i, ; MB:\/x2+(%j , d'od :

g a
T, =k x2+(ij e = Lo 2 i,
% d 2 d 2
X% +| = x4+ =
2 2
d
= dY —X 2
De méme : 71, =k x2+(_j — £y i, iy
2 2 2
» (d > (d
x4 — x4 —
sl

(tension du ressort
de gauche)
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A l'équilibre : mgu, + fd +fg =0

En projection sur l'axe (Ox) :

mg —2kxz,| 1—- =0
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En mouvement, le PFD appliqué a la masse m donne, en projection sur (Ox) :

. 1
mx = —2kx| 1— 0 +mg

/ 2
X2+(j
2

Il s'agit d'une équation différentielle du second ordre non linéaire : I'oscillateur n'est pas

harmonique.
\-/_
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Oscillateurs mécaniques
(mécanique du point matériel)

B — Etude en régime sinusoidal forcé
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> 1 - Intéret de lI'étude :

Contraintes
extérieures

ﬁ

Systéme linéaire électrique
ou mécanique

(réseaux électriques, > systeme

suspensions de voitures, atomes
excités par des ondes
lumineuses, ..

Réponse du

L'analyse harmonique (ou fréquentielle) d'un systéeme est son étude au moyen de sa
réponse harmonique s(t), c'est-a-dire de sa réponse en régime permanent sinusoidal
lorsqu'il est soumis a une entrée sinusoidale e(t) dont on fait varier la pulsation .

e(t)=E coswt

« Filtres »

=) ( mécaniques ou | E——

s(t)=S, cos(wt+9)

électriques
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Une 1¢re étude a été faite en cours de SI et les notions suivantes ont
été abordées :

Fonction de transfert complexe - Gain - phase - Diagramme de Bode -
dB - Filtre du 1¢" ordre - Filtre du 2¢me ordre - Pulsation de coupure -
Asymptotes - Coefficient d'amortissement & (=c!) - Pulsation propre -
Résonance - Bande passante.

I e Tacoma - Simulation Regressi 11 m—(- -
(mise en évidence du

T g régime transitoire
Oscillations forcées _ gim )

(Ressort vertical)
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> 2 - Description et équation de l'oscillateur

Dans le référentiel terrestre galiléen : A I'équilibre 0 BT ouvementt
mi=mg—hmx—k({ ,, +x—x,—(,) 1 (A _"'1""'3(}I'7&
il A f
En utilisant la condition d'équilibre : — Ux >
e R g Iy, 7
X+hx+—x=—x, b=l +x—2xy
m m
Soit, avec : ____V _______________ [__ L
0 k X4
. — O et |1 X "
m mg
mg
¥+ 20wy X + @ x = W x —
X+ ) 3 0 X A xXq =Xy, cos(at)
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Cette équation est formellement identique a celle vérifiée par la tension
aux bornes d'un condensateur dans un circuit série (RLC) alimenté par un
GBF (voir cours d'électricite) :

.. ' o |1 :
Lq+Rq+Eq =e(t), soit, avec q=Cu, :

M R 1 1
Uc +EMC +Euc = L—Ce(t)

Méthode de résolution choisie : la méme qu'en électricité !

X =Xame'™ 5 x=X,e P (x=X, cos(@r+@))

X=1i0x et )'_ézia)i'c:(ia))zz:—a)zz
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» 3 - Détermination de la réponse en amplitude x(t) :

X+ 200k + @5 x = Wy x
~ @ x+200,(i0x)+ W5 X = W) X,

[(a)g —w2)+2i0a)oa)]1c =g x,

Soit :
%
A - X
(g — ) +2icwyw
2
. @
. 1 _ 0
Ouencore : | X ¢ " = > > ) XA,m
(y — ") +2iowyw
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Etude de I'amplitude maximale X (o) :

En prenant le module de I'expression précédente :

2
o
L = AN B iy L
\/(a)o - )" +40 " wyw
Etude mathématique : Im X, =X,, ; ImX, =0

w—0 W—>0
On note : D(w) = () —w°)* +40 0 0°

Alors X, (w) sera extrémale si D(w) I'est aussi. On calcule ainsi une dérivée plus
simple :

@ = 4@y — @) +80° Wy = 4(0(— (w5 — )+ 20'2603): 0
0
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On obtient ainsi : @=0 ou —(wj—@°)+20°w; =0
Soit, en oubliant la solution non harmonique (correspondant a ® = 0) :

' =w;(1-207)
Cette pulsation de <« résonance d'amplitude » (c'est a dire correspondant a une
réponse harmonique en amplitude maximale) n'existe que si :

1-202% >0 SOit 0'<L

V2

Elle vaut alors : W, =, 1—20'2

Et I'amplitude maximale a la « résonance d'amplitude » est :

1
X, (@)= X4

Olivier GRANIER



Les formules précédentes deviennent, en utilisant le facteur de qualité Q a la
place du coefficient d'amortissement ¢ (Q = 1/20, et noter que o s'identifie au
coefficient & utilisé en SI) :

avec 0>—

Remarque : pour de faibles amortissements (o «faible» et Q «grand»), alors :
W, = O, et X, (@,)=0X,,,

Ainsi, si Q=10, I'amplitude lors de la résonance vaut 10 fois celle de I'excitation :
la résonance est dite «aigué» et peut causer la destruction du systéme oscillant.
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Tracés des courbes X, (w) pour différentes valeurs de ¢ (ou Q) :

X

5__

Cliquer sur l'image pour
ouvrir le fichier MAPLE

}
0.5

*On a choisi : X, =1

* u = o/wy désigne la pulsation
réeduite

* On verifie bien que, pour o
faible, la résonance est obtenue
pour u ~ 1 (soit ®~ ay).

* L'oscillateur constitue un filtre
passe-bas

* Bande passante du filtre

Avec Regressi -
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Etude du déphasage ¢(m) :

20

La réponse complexe est : X, e'? = X Am

(@ — @) +2ica,0
Le déphasage ¢ est I'opposé de I'argument 6 du complexe (w; — @)+ 2ica,w.

Par conséquent : ‘

200,0
-’ donc pe |-7.0)
Wy — @ y —> aonc e |— 7,

tan@=—tan @ = —

sinp=—-sinf <0 (signe de —200w,)

Tracé des courbes ¢(o) :

. . Avec Regressi _
Cliquer sur l'image pour
ouvrir le fichier MAPLE
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Fonction de transfert complexe en amplitude :

La fonction de transfert complexe en amplitude est définie par :

4
H ()=
x,(1)
. Xm I a)2
soit :  H (iw)=—"e¥=—g 20—
X, (W) —o°)+2icwyw

G,(w)= % “— est le gain (réel) en amplitude.
A,m

Diagramme de Bode : c'est I'ensemble des deux courbes G, ;5 =201log(G,) et ¢ en
fonction de la pulsation ®, tracées en échelle semi-logarithmique (voir cours de SI
et I'étude des filtres en électricité).
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> 4 - Détermination de la réponse en vitesse v(t) :
En notation réelle : v(7) =V,  cos(wt+y)
En notation complexe : v(7) = Vmei(aHW)

La vitesse complexe v s'obtient a partir de I'amplitude complexe x en remarquant
que v=x=iax . Par conséquent :

. 0)3 Wy
Vet XA |™ X4
(@ — o)+ 2icw,w 0 o
g i ~ V1420
w,
- )
iy _ 0
Ou encore : Vme B X A,m
[ o @,
20 +1 —
w,
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Etude de |'amplitude maximale V, (®) de la vitesse :

En prenant le module de I'expression précédente :

@y
40° + L. %
@, @
Etude mathématique : limV, =0 ; 1lmV, =0
w—0 W—>c0

V() sera maximale (on parle alors de résonance de vitesse, si le dénominateur
est minimal, c'est a dire pour une pulsation telle que :

W Q) .
———=0 soit = @,
w, @

L'amplitude de la vitesse valant alors : V, (@) =%X am =00 X 4,
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Tracés des courbes V, (o) pour différentes valeurs de ¢ (ou Q) :

Xm

Cliquer sur l'image pour
ouvrir le fichier MAPLE

05

2.5

* On a choisi :
Xam=1et @p=1rad.s 1.

* u = o/, désigne la pulsation
réduite

* Pour ¢ faible (ou Q grand), la
résonance est trés aigué.

* L'oscillateur constitue un filtre
passe-bande.

* Bande passante du filtre

Avec Regressi -
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Fonction de transfert complexe en vitesse et bande passante :

La fonction de transfert complexe en vitesse est définie par :

: v(f
H (i) =22
X, (1)
V : ,
Soit : H (iw)= 5 m_ otV = 0
A zﬁ{w_%]
w @
Vm
G, ()= est le gain (réel) en vitesse. Il est maximal pour ®= @, et vaut :

A,m

),
G, (@) =—>=Qa,
20
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Bande passante du filtre passe-bande : c'est I'ensemble des pulsations ®
pour lesquelles le gain en vitesse reste, par convention, supérieur au gain
maximal (obtenu pour w,) divisé par +/2 .

1 o,

G(w)—IG( 0)_\/52

Les pulsations w,; et w,, sont appelées pulsations de coupure. Elles vérifient :

pour we [a)c1 @, ]

@,
G, (v, )=6, (o, )—Tz— (Les placer sur les courbes fournies)

Ces pulsations de coupure vérifient ainsi I'équation :

2 220
402 +| L%
w, @
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En élevant au carré et en prenant l'inverse :

——-——=20
2 2 / Wy @
W a
40-2+ ———0 :80‘2 0 2

soit ———| =40 ou

@ @ o @ \
0
— -2 =20

La 1%re équation conduit & : @ —2ow,w-w; =0 Dy @

. gng 2
Dont la seule racine positive est :| @, =0, +wyV1+o

La 2éme équation conduit & : @” +20w,w—w; =0

c ang 2
Dont la seule racine positive est :| @. =—-0®, +wyV1+o

@
La largeur de la bande passante est :| Aw=w, —w, =200, =—
2 1 Q

Elle est d'autant plus faible (résonance aigué€) que I'amortissement est faible
(et le facteur de qualité grand).
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Etude du déphasage ¢(m) :

La réponse complexe est : Vmei o % X Am
| o ’
20+i1| ————
w, o
= l [ o ‘
¥ = T T
20\, »  —>doncye [—55}
cosy >0 (signedelo) |
T Avec
Remarque : Y = ¢+5 Regressi -
Tracé des courbes ¢(w) : R
M Cliquer sur l'image pour

\E ouvrir le fichier MAPLE
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> 5 - Bilan énergétique, réponse en puissance :

En multipliant par v I'équation différentielle du mouvement :
mx + hmx + kx = kx 4

On fait apparditre différents termes énergétiques :

mvx + hmvx + kvx = kvx 4 soit  mxx+kxx = kvx, —hmvy
D'ot : mi lfcz +ki lx2)=kwcA—hmv2
dr 2 dt 2
1 1
Soit : i(—mv2+—kxz)=kwcA—hmv2
dr 2

Le 1°" membre est la dérivée temporelle de |'énergie mécanique de l'oscillateur :

E :lmv2 +lkx2
2 2

m
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Le 2"d membre est la somme de la puissance P, dissipée par les forces de
frottement et la puissance P; fournie par I'excitation :

P, = —hmy? et P, =kx,v
On note P la puissance instantanée totale regue par l'oscillateur :
De la méme maniére qu'en électricité, déterminons la puissance moyenne sur une
période :
(P)=(P)+(Py)
Avec :
1 ¢7 2 1 ¢? 2 2 thVz
P :<—hmv2>:—hm—j V dt:—hm—j V. cos”(ax+y)dt =— —

1 ¢T
<Pf> = <kxAv> = k?jo X p.mV,n COS X cOS(@X + y)dt
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=K— CcoS(2ax + I+ | coswdt | = K———COS
f T 0 4 0 W > 4
Or, avec : V eV = % A
[ o
20+i| ————
[a’o a)j
20 1% 1) ?
CoSY = 5 et X, =2 4O-2+(ﬂ__0j
) 0
\/402+£w—0j
W, O
Finalement :

L, V.o oLl ol R
<Pf>—k220'w0 Vm_z(mwo)[wojwo =—hmV; = (P,)
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En définitive :
(P)=(P;)+(Ps)=0

En régime forcé, la puissance moyenne fournie par I'excitation est égale a
la puissance moyenne dissipée en chaleur par l'oscillateur.
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» 6 - Autres oscillateurs :
Exercice n°1 : modélisation d'un haut parleur

Exercice n°2 : étude d'un sismographe

Exercice n°3 : pourquoi le ciel est-il bleu par beau temps ?
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