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MP Physique

PETIT FORMULAIRE D'ANALYSE VECTORIELLE
POUR PHYSICIENS

Remarques préliminaires :

1) On considérera ici que toutes les fonctions iéagd vérifient toutes les propriétés de dérivabibt de
continuité nécessaires aux différentes définitiehsaux différents théoremes énoncés. C'est le quaesi|
général en physique et en chimiel...

2) On appellera opérateurs toutes les applicatioed'on va définir ici et qui seront des applicas :
ded® dansJ® (& un vecteur correspond un vecteur)
de® dans (& un vecteur correspond un scalaire)
delJ dansd® (a un scalaire correspond un vecteur)
ded dansO (a un scalaire correspond un scalaire)

3) Les opérateurs que I'on va définir concerneatfdections ( scalaires ou vectorielles ) des coonées d'un
point : cela n'exclut pas que ces fonctions puissenplus, dépendre du temps.

) RAPPEL DES TROIS SYSTEMES DE COORDONNEES UILISES :

1) Coordonnées cartésiennes :

base orthonormée directéq ,uy,uz)
coordonnées : (X,y,2)

dOM = dxy +dyu, +dzy,

(dOM)2 = d@ + dyf + dZ
dr=dx.dy.dz

2) Coordonnées cylindriques ou semi-polaires :

base orthonormée directcéur ,ue,uz)

coordonnées: ®,2)

r 00 *;z00; 600, 27

dOM = drur +I’.d6UH+dZL£

(dOM)2 =(dr)2 +(r.dr)2 +(d2)?
dr=r.dr.dédz
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3) Coordonnées sphériques ou polaires :

base orthonormée directéur Uy, u¢)

coordonnées: @,

r OO, 6000, 7; U0, 27]

dOM=dry +r.d Hug+ r.sin6d¢u¢

(dOM)2 = (dn)?2 +(r.d&)2 +(r.sind.dg
dr=r2.sinddr d8dg

4) Coordonnées locales : triedre de Frenet :

si un point M décrit une trajectoire (C), le triédfe Frenet est le triédre{t,n,w) , ou :
t estle vecteur unitaire tangent a la trajectaiegn M
n est le vecteur : normale principale a la trajeet¢C) en M
w=t [ n estle vecteur : binormale a la trajectoire (Cjven

) DEFINITIONS ELEMENTAIRES : POTENTIEL (SCALAIRE ) ; CHAMP (VECTORIEL);
CIRCULATION D'UN CHAMP VECTORIEL ; FLUX D'UN C HAMP VECTORIEL :

1) Potentiel scalaire :

définition : on appelle potentiel scalaire U(M) tewapplication qui, & un point M de l'espace physjdfait
correspondre un nombre réel : U(M) (on parle awgsfagon synonyme, de "champ scalaire™)

2) Champ vectoriel :

définition : on appelle champ vectoriel toute apgtion a(M) qui, & un point M de l'espace physique, fait
correspondre un vecteur de I'espace vectaiiel a(M)

3) Circulation d'un champ vectoria(M)

a) Circulation élémentaire :

définition : si on considére un déplacement éléaientdu point M :dCM , alors la circulation élémentaire
dC(M) du champ vectorigh de M & M+dM est, par définitiordC(M) =a(M )dOM



3/14

b) Circulation finie le long d'une courbE)(ouverte :

definition : la circulation du champ vectoriglle long de [(), de My a My, est par définition :

M, _ M
CM12 —leza(M).dOM

remarque importante : cette définition dépend @megal) du chemin() suivi de My a Mp

c) Circulation le long d'une courbe fermé&e ¢rientée :

définition : la circulation du champ vectorille long d'une courbe fermée)orientée est, par définition :

Cl'orienté< ={roriente(M).dOM

remarque : en généraC'Torienté( Z0

4) Flux d'un champ vectoriel :

a) Flux élémentaire :

définition : si on considere une surface élémeatd®B(M) autour du point M, orientée par le vectauitaire
n(M) et si a(M) est la valeur du champ vectoriel en M, alors U #lémentaire @M) de ce champ a travers

dS(M) est, par définitiond® (M) =a(M).n(M).dS(M)

b)Flux a travers une surface finie ouverte :

on suppose que la surface (S) est orientée ( pdincdté a partir d'un élément quelconque dS die etrface )

définition : le fluxdg(a) du champ vectoried a travers la surface S orientée est, par défimitio

®(a) = []gdP(M) = [Jga(M).n(M).dS(M)

remarque: le fluxbg(a) de a a travers la surface (S) ouverte dépenddegwment! ) de la surface (S); en
particulier, les flux dea a travers deux surfacesijSt () s'appuyant sur le méme contour (fernig)gont en
général différents
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c) Flux sortant d'une surface fermég {
n[M],
M a[M]
(%

(2)

par convention, on oriente toujours la surface &) vers I'extérieur

définition : le fluxdg(a) du champ vectoried sortant de la surface fermés) est :

®(a) = ffsa(M).n(M).dS(M)

remarque : en généraICDZ(a) £0

[I) OPERATEURS : GRADIENT ; DIVERGENCE ; ROTATIONN EL ; LAPLACIEN:

toutes les définitions de ce paragraphe sont denees un systeme de coordonnées cartésiennes

1) Gradient d'un potentiel scalaire (ou champ seal&(M) :

Mo+ My M
e o.yuy ol

définiton :  gradU( M) =

remarque :gradU(M) est unVECTEUR qui a la dimension de U divisée par une longueur

2) Divergence d'un champ vectordM)_:

définition :  si :a(M):axux +a,u, +a,u,

dax.}.day.}.mz
& & &

alors : diva( M) =

remarque :diva(M) est unSCALAIRE qui a la dimension de a divisée par une longueur

3) Rotationnel d'un champ vector'ta(IM)_:

définition :  si :a(M):axux +a,u, +a,u,

da, 0a day 0a day gda
alors :rota(M) = ayz a—y Uy +{a—zx—a—xz}uy + 6—)2/_0—)3( U,

remarque :rota(M) est unVECTEUR qui a la dimension de a divisée par une longueur



4) Laplacien d'un potentiel scalaire (ou champasa) U(M) :

FU , FU P

PV éy2 0~.22

définition: AU (M) =

remarque :AU(M) est unSCALAIRE qui a la dimension de U divisée par le carré dlangueur

5) Laplacien d'un champ vectoriafM) :

définition:  si a(M)=a,u, +a,u, +a,u,

alors: Aa = Aa .u +Aay uy+Aa U,

remarque Aa(M) est un VECTEUR qui a la dimension dadivisée par le carré d'une longueur

6) Relations utiles :

grad(U.V)=U.gradV +V.gradU

div(a.a) = a.diva+(grada).a
rot(a.a) = a.rota+(grada)Ca
div(al_b) =(rota). b—( roth. a
AU =div(gradU)

rot(rota) = grad(diva) —Aa

7) Remarque : opérateur nabla :

0

on peut utiliser un "vecteur opérateur" fictif, 'we®ordonnées cartésiennes—-,

c'est l'opérateur "nabla", noté : D:[i]ux+ 0 u +[aju
ox oy | Y oz

a
"0z

§'
S

la signification concréte de cet opérateur estiizasite :

DU:OUU +0Uu +0Uu donc : U =gradU

d(Xo'ydeZ
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da. 94, Oa
Oa=_X+_ Y472 donc [J.a=diva
X & oz
o
ox| [a
H0a= i L a donc : [1Ca=rota
oy y
9] 1%
0z
(Dzja:Aa

ATTENTION : DANGER DE L'UTILISATION DE L'OPERAT EUR NABLA:

"l'opérateur nabla n'est pas associatif",c'est@-di
7(Da)# (D 2ja
en effet : D(D.a) =grad(diva)

[Dzja:Aa
et  grad(diva) =Aa+rot(rota) # Aa(généralemel)

conclusion : il faut étre prudent dans I'utilisatite 'opérateur nabla (dont on peut d'ailleunsasser)...

V) TRANSFORMATION D'UNE INTEGRALE LE LONG DU N CONTOUR FERME EN UNE
INTEGRALE DE SURFACE :

1) Théoreme de Stokes :

convention d'orientation :

soit un contour fermd ) orienté et une surface (ouverte) (S) s'appuyanf9 ; soit P un point quelconque de
(M) ; alors:

t(P) = vecteur unitaire tangent en H § @ans le sens de I'orientation choisie p&yr (

N(P) = vecteur unitaire normal & en P et situé dans le plan tangent a (S) eniégtérdepuis P vers la

surface (S)
n(P) =t(P) O N( P est le vecteur unitaire normal a la surface (Spen

( quand on tourne un tire-bouchon normal en M suldace (S) en un point de S dans le sens denffatien de
(M), le tire bouchon se translate dans le sens d¢ n(M
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alors, tous les éléments dS(M) autour des différ@aints M de (S) sont orientés par continuité @dirpdes
vecteurs n(P) concernant les points Plge (

()

i n(M)

théoreme de Stokes :
si (N est une courbe fermée orientée et si (S) esurface ouverte s'appuyant sur la coufbeet orientée
comme indiqué ci-dessus ("regle du tire-bouchaad®ys :

§r a(P).dP = [[g rota(M).n(M).dSM)

2) Formule de Kelvin (_ appelée aussi parfois foendill gradient, & ne pas confondre avec l'autreuiermu
gradient ci-dessous ) :

si (N est une courbe fermée orientée et si (S) esurface ouverte s'appuyant sur la couifbeet orientée
selon la regle du tire-bouchon, alors :

ir U(P).dP=—[[ggradU(M) On(M).dSM)

V) TRANSFORMATION D'UNE INTEGRALE DE SURFACE E N UNE INTEGRALE DE
VOLUME :

1) Théoréme d'Ostrogradsky ou formule de la diverge

si (Z) est une surface fermée orientée vers I'extéaesiV est le volume intérieur délimité par cette surface
(2), alors :

. a(P).n(P).dS(P) = [[[ diva(M).dt(M)

remarque : vecteur surface d'un contour :

1 <
S(r):”Sn(M)-dSM) :§'§r r Odr ou: r=0P
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2) Formule du rotationnel :

si (Z) est une surface fermée orientée vers I'extéaesiV est le volume intérieur délimité par cette surface
(2), alors :

fisa(P) Ln(P).dYP) =—[[f/ rota(M).dt(M)

3) Formule du gradient :

si () est une surface fermée orientée vers I'extégesiV est le volume intérieur délimité par cette surface
(2), alors :

{:JGZU (P)n(P).dS(P) :mv gradU(M).dr(M)

V) ASPECT INTRINSEQUE DES OPERATEURS : GRADIENT ; DIVERGENCE ;
ROTATIONNEL :

On peut établir diverses relations indépendantesydieme de coordonnées considéré relatives auatepss:
gradient, divergence, rotationnel . Ces relatiotablé&ssent le caractére intrinséque de ces opésatel
permettent de dégager leur signification physiqules permettent également d'obtenir I'expresdi®rces
opérateurs dans différents systémes de coordonnées.

1) Gradient :

Si I'on utilise la définition du gradient d'une @ion scalaire U(M) a partir des coordonnées ceées du
point M :

siU=U(x,y,z) alors: gradU( M) :%ux +%uy +%uZ

on constate immeédiatement que :

_AJ A A, _
gradU( M).dM—W.dx+Wdy+Edz— dU( M)

On peut en déduire une définition intrinseque dadgmt: en un point M donné, le gradient de U estecteur
porté par la normale en M a la surfa&g ¢ontenant le point M et définie par : U(P) = J(Mou P est un point

courant deX), appelée surface équi-U ou iso-U ), dirigé dansens croissant de U

2) Divergence :

Si lI'on applique le théoreme d'Ostrogradsky pourchamp vectoriel a(M) a un volume élémentait€@v
entourant un point M, on obtient pour le flue@) sortant de (M), surface fermée entourari(t¥) :
dd (M) = div a(M).dr(M)
On peut donc en déduire, par pasage a la limiedéfinition intrinseque de la divergence :
- dd(M)
diva( M) =="r">-2

En termes physiques,la divergence représenteutestirtant localement par unité de volume"
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3) Rotationnel :

Soit, autour d'un point M, un contour fermé éléragnt("),de vecteur surfaceB(M) , les orientations d€) et
de dS(M) se déduisant 'une de I'autre par la régle ineibt:

ds rota{lv[

(1)

La circulationdC du champ vectoriel a le long de€) (peut se calculer par le théoreme de Stokes :
C=rota( M).dg M

Cette expression fournit une définition intrinsequossible du rotationnel car elle permet, en chs#sit des
contours d'orientations différentes, de calculsrci@ordonnées du rotationnel dans n'importe qpeéiree

En termes physiques,"la projection du rotationnel n axe représente la circulation locale paréudlaire

autour de cet axe"

Vi) EXPRESSIONS DES DIFFERENTS OPERATEURS DANS LES DIFFERENTS SYSTEMES
DE COORDONNEES ORTHOGONALES :

On va ici faire une étude dont les résultats senamiables dans n'importe quel repére de coordonnée:
orthogonales, en particulier en coordonnées cytines et sphériques

1) Notation générale :

On considére un systéeme quelconque de coordonnegonales.

On note,dans ce systéme de coordonnées:

$1 .S ,S3 les coordonnées d'un point courant M

u,,u,,u, les vecteurs unitaires de la base orthonormédd@ssociee au systeme de coordonnées

rappel :

1) coordonnées cylindriques : coordonnéészr,
base Iocale(:ur, Ug, uz)

2) coordonnées sphériques : coordonnéeg r,
base Iocale(ur, Ug, u¢)

alors, sidM est le vecteur déplacement élémentaire le pluérgéautour du point M, on a:

dM =3 .dg.u i=1,23
i
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yjest alors appelé "multiplicateur” de la coordongee

On peut alors dresser le tableau suivant des riadtipurs correspondant aux systémes de coordonnée
cartésiennes, cylindriques et sphériques:

multiplicateur M1 M2 M3
coordonnées cartésiennes 1 1 1
S1=X =Y B=Z
coordonnées cylindriques 1 r 1
$1=r; =0 ; 3=z
coordonnées sphériques 1 r r.sind
S1=r; =0 | 3=¢

2) Expression générale des différents opérateusstient, divergence, rotationnel, laplacien dansystéme
quelconque de coordonnées orthogonales :

a) Gradient :

si 'on appelle gratd la coordonnée suivant du gradient de U, alors, en identifiant la relatae définition

intrinséque du gradient:  dU( M) = gradU( M).dM=% grafiJ (M ).,ui .d§
I
avec l'expression de la différentielle d'une fameties trois variableg s s et 53 :

du=y 2 ds
i

3
on obtient : gradu(M)= > iﬂui

=14

b) Divergence :

Construisons a partir d'un point M de coordonnges % , S3 un pavé élémentaire dont les six faces sont
definies par les valeurg s 51 +ds;, etc...des coordonnées :

[s1) s1+ds1)

uj

uz
?u_l

les longueurs du "parallélépipede” sont, dilp, di3

L'élément de volume autour du point M,de coordoBrsges, ,s3 a pour expression :

3
dr:. M (,ui .dﬁ ) = Hy-Hy .,u3.dsl.d52 d%
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le flux d®(M) du champ vectoriel a sortant de cet élémentalieme peut étre écrit sous la forme :
d<D=chl+dCDz+ch3, ou:

ddq est le flux de a a travers les deux faces défigiggectivement par les coordonnégstss + ds; , dont les
aires sont, a des termes d'ordre supérieurprggategement (dj.dl3)gq et (db.dlg)g1 +gs1-

Si I'on tient compte de ce qu'un flux est comptséitpement s'il est sortant et négativement stileggrant, on

en déduit :
Aay. ol
d® = (&1.Hp-M3-09.d3)51 +ds1- (81-Hp-H3-dS.dS3)g1 = 155; E)'dS_L' ds. dg

alors, si I'on prend comme définition intrinséqeda divergence l'expression :

diva( M) =Go( 1)

3 Au:.u, .a)
on obtient : diva= 1 |—| )Tk

(i,),k=1,2,3;i,j,k tous différents )

c) Rotationnel :

Soit M un point de coordonneeg, S, s3. On considere un contour élémentalrg tffacé sur la surfaceys-
constante et dont les quatre cotés , définis pavdéeurs $ et 5 +ds;, S, et $+ds, des coordonnées ont donc
pour longueurs: dlet db :

u3 s2+ds?
u?

52
51 ul s1+dsl

les longueurs du "rectangle” sonj diil,

Le vecteur surface d€) est, a des termes d'ordre supérieur pres :
dS= d|d} y =y u, ds ds 1S = dh.dly.ugz = Yq.4p.ds1.dSy.Ug

La circulationdC du champ a le long d€) peut étre mise sous la forme :
dC =08Cq +3C5y , ou :0C4 est la circulation le long des deux cotés paesdlél y, dont les coordonnées sont
respectivementset s, + ds, ; en tenant compte de l'orientation de chacuredec6tes, on obtient :

Al,.a,)
5C1 = (- dip)sz- (- dip)ssdsz™ ~— =105 d,

de méme, on a:

A

Si I'on utilise maintenant la définition intrinségdu rotationnel donnée par: dC =rota( M).dg M
on obtient :

0C; = (ap.dlp)g1 - (8.dlp)s1+ds1™



oC _ 1 . a(“z-az) _ a(ul-al)
dSs HyHo a%_ 0s

mﬁu3=
2

et des expressions semblables pour les coordodoéesgationnel da selonu, etu, .

On peut récapituler I'ensemble de ces résultats ldaableau suivant :
u u u

1 2 3
oMy Mgty Hyly
J J J

rota=| —
ST TS

Hi8y Hpyly Had
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remarque importante : il faut développer formellaimee déterminant par rapport a la premiére ligne :

0 0 0 0 0 u, N 0
rota= 052 0"53 dsl 0"53 ohl o"sz

M U uu
uzzulqzsﬂalu3a331ualﬂa212

d) Laplacien d'un champ scalaire :

Le laplacien d'un champ scalaire peut étre déérfagon intrinséque parfAU =div(gradU)

En se reportant aux résultats obtenus pour legnaéi la divergence, on obtient alors immédiatémen

3 [H. M

A= L > “iTkou
WiHoHg =g M, 0S
(i,),k=1,2,3;i,j,k tous différents )

e) Laplacien d'un champ vectoriel :

Le laplacien d'un champ vectoriel peut étre defemmaniéere intrinseque par la formule :
Aa = grad(diva) - rof rota)

Son expression peut donc étre déduite de cellésddéinées pour le gradient, la divergence et &iooinel

3) Expressions des différents opérateurs en coagmncylindriques :

a) Gradient :

gradU —%u +1 Quéﬁﬂu

T v 99 a <



b) Divergence:

c) Rotationnel :

Up Uz
Lo
rota:E % &
& ra, a

d) Laplacien scalaire :

2 2
AU = 1&( 0UJ+1.d U+0"U
ral &) (2 92 g2
e) Laplacien vectoriel :
Aa=|AA 1A+26A9 +| AA 1A+2aA
b 2 00 |IT 6 278 "8

4) Expressions des différents opérateurs en coogmnsphériques :

a) Gradient :

gradU—%u +1 Qu 1 ﬂ

u
e 8" r.singd dp 9

b) Divergence :

2 .
a[f a j 9l a..sin® da
diva= 1 ( 6 j+ L 0

(2 O rsin® 90  rsin® ag

c) Rotationnel :

g ﬂ g TBAZY,

13/14
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Yy uH u_¢
(2 sing r.sin@ r
_ 0 0 0
rota=| — — —
or 006 _o"¢

a. r.ag r.sm¢9a¢

d) Laplacien scalaire :

425, dsed)
r..— sin@d.”~— 2
o 1 06 1 20U

AU = 1 ) + . + .
[ 2 a r2 sing o0 r2.sind A2
ou bien :
. oU
2 a[sme.J 2
Au=l09ru), 1 ), 1 07U

r a2 r2sing 08 r2.5in0 992

Vi) THEOREME DE HELMHOLTZ ; CHAMPS VECTORIELS A CIRCULATION
CONSERVATIVE OU A FLUX CONSERVATIF:

1) Théoréme de Helmholtz :

théoréme : tout champ vectori@(M) fini, & support borné, indéfiniment différentiakdeut se mettre sous la
forme : C(M): rotA(M)— gradU(M)
rotM,(C(M )
MM’
1 div, ,.(C(M"))
UM)=—. at(M'
M= " (M)

dt(mY)

1
avec : A(M)ZE.”IV

dans ce casA et U sont appelés respectivement potentiel veaeyotentiel scalaire dont dérive le champ
vectoriel C(M)

remarque importante : le couple de potentiels weaescalaire dont dérive un champ vectoﬁévl) n'est pas
unique !

théoreme : la donnée de la divergence et du rotatiod'un champ vectoriel suffit a caractériser platement
ce champ vectoriel
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2) Champs vectoriels a circulation conservative :

définition : un champ vectoried est dit a circulation conservative si, et seulaénsésa circulation le long de
tout contour ferme est nulle ( ou encore si sautaton entre deux points Met M, est indépendante du
chemin choisi entre Wlet My, et cela quels que soient les points & M, )

théoréme : un champ vectoriglest a circulation conservative si, et seulemdndérive d'un potentiel scalaire
U, c'est-a-dire si, et seulement s'il existe urepti¢l scalaire U tel quea:= —gradU U

théoreme : un champ vectorelest a circulation conservative si, et seulementaa =0

2) Champs vectoriels a flux conservatif :

définition : un champ vectoried est dit a flux conservatif si, et seulement si 8or sortant de toute surface
fermée est nul ( ou encore si son flux a traveusew les surfaces ouvertes s'appuyant sur un ménieuc
fermé est le méme, et cela quel que soit le corieaoré )

théoreme : un champ vectoriel est a flux conservatif si, et seulement s'il dériun potentiel vecteur (ou
champ vectorielll, c'est-a-dire si, et seulement s'il existe un ghaactorield tel que :a =rotd

théoreme : un champ vectorelest a flux conservatif si, et seulementdiva =0



