Corrigé probleme 15

1. Soit la fonction f définie sur [0,%] par f(z)=%sint—t.
f est deux fois dérivable sur [0,%] et VtE[O,%] ()= %cost—l et /"(¢)= —%sinl
/4 . L T
VtE]O,E[,f"(t) <0 donc f' est strictement décroissante sur [0,5]
, 4 4 T 0o
de plus f''est continue sur [0,5] , £'(0)= 5—1 > (et f'(E) = -1<0 doncil existe un

unique réel aE}O,%[tel que f'(a) =0.

Et on déduit que VIE[O,% ,f(t)z 0

Donc|ViE 0,z ,tszsint.
2 2

; ; ; ;
2.1, -1, =fc0s2" (¢)dt —fcosz"+2 (¢)dt =fcosZk (t)(l—cos2 (t))dt =fcos“ (¢)sin®(¢)dt
0 0 0 0

2
Or Ve 0,z Zsint=120="sin*t =1
212 4

2
W e M, vt e |1}.E|,cﬂ51"‘ t = 1, donc VtE|O,%l,c0s2k (t)%sinztz t* cos™ (t)

i T
et %([k -1.)=

2

2
cos”* (z‘)(]%sin2 (t))dt zft2 cos™ (¢)dt = J,
0

T
D’autre part Wk € M, Vi £ |u.f|,rﬂcns“-' r 0= [Tricost rdr = 0,

o%w\a

D’oul finalement : Wk € B ,0= [, = ?I','I,.c — )

>
3.1, =fcosz’”2(t)dt
0
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on pose :
u(t)=cos™"(¢) donc u'(¢) =—(2k +1)sin(¢)cos™ (¢)
v'(¢) =cos(t) avec v(¢) =sin(¢)

T o .
u et v sont de classe C' sur [0,5], donc on peut intégrer u par parties :

Ty = [sin(r)cos™ (1)]7 +(2k-+1) fsin? (1)cos™ (¢)de = (2k +1)

0

soit [, =(2k+1)(1, - 1,,,) = (1+2k +1)1,,, = (2k +1)I,

(1 —cos’ (t))cos“ (t)dt

O%N\E\

.-_'I.;+

etk € M 1y = o

2 2+l

f dt——>0et‘f"'-':- E Ml = EJ’ donc par une récurrence immédiate on

0
montre que ‘r-".‘. € M. 1. == [}, donc

== (- B o Ty ey g e Ty 2

Wk E 02 f 5 T U~ ) =0s e T 1M = p 2 e (1 - 20

=( donc lim£=0
k=0 D fe 4 D ke [

IR

5.1, =fcos“(t)dt
0

Pour it £ H*, on pose :
u(t)=cos™ (¢) donc u'(t) = —2ksin(¢)cos™ " (¢)
v'(¢)=1avec v(t)=t

T o .
u et v sont de classe C' sur [0,5], donc on peut intégrer par parties :

M\éa

x x

2 2
I, = [tcos ] f2t sin(¢)cos™ ( f2t sin(¢)cos™ (¢)dt
0 0

on pose :
u(t)=sin(¢)cos™"(¢) donc u'(¢) = cos(¢)cos™" (¢) - (2k —1)sin’ (¢ )cos™ > (¢)
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= cos™ () -(2k —1)(1 —cos’ (t))cos”“2 (¢)
=2k cos™ (¢) - (2k =1)cos™(¢)

v'(¢) =2t avec v(t) =1

u et v sont de classe C' sur [0,%], donc on peut intégrer par parties :

T T
T

2 2
I =k [tz sin(¢)cos™™! (t)]§—2kft2 cos™ (¢)dt +(2k - lft cos™ % (
0

Finalement pourk € K", |/, =k(2k—1)Jk_1 -2k°J,

k(2k=1)J,, 2k,

6. %k € H, 1, = Udonc =1
Ik ]k
or, d’apres la question 3, VkEe ", I, = E!,{_1 o 2kl 2k
2k L 1
2k%, ., 2K, Jo S 1

on obtient alors : =1 soit pour k &€ K", | ==L Tk =

]k—l Ik

]

313 3
zdt_[t_] =ﬂ_ IO=£
2

~
o%m\éu

3| 24
fe—: L I
Vn e Zke—{(h_. ) =2(p-2)
3
or lim 22 = 0donc lim S, _2‘]—=2x”—x3—”—,
nioo | neton I 2% 7 6

n 0

PN - B &
soit| lim Z—2=2—2=—
n—+ fd o ~ 6
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