Corrigé probleme 14

1. La fonction &t — Tl est continue sur ]0 +00[

fonction est continue sur [0, +00[ .

A -
. sint .
On va donc regarder si f—dt admet une limite finie quand A tend vers +o© .
t

On pose u(t)=% donc u'(t)= _tlz

v'(t) =sint avec v(t) =—CO0St

u et v sontde classe C' sur [O,A] donc par intégration par partiesona:

A .

sint —cost 4 cost cos A cost
[ g [ l 1- [
1 t t 1 1 Z 1

. Co

li <1
A—>+x

cost 1 " dt 4 cost
VtE[l A] < — et l'intégrale de Riemann f— converge donc f—dt admet une
£

limite finie quand A tend vers +%.

A -
sint . "
On en conclut que f—dt admet une limite finie quand A tend vers +o et l'intégrale

fo it sint
_,|1 it dt est convergente donc par la relation de Chasles que I'intégrale f—d

converge
, sin(2n +1)t sin(2n +1)t _
2. a) Pour tout it E H, les fonctions t = ———— et t = —————~— sont continues sur
t sint
sinlEn-10 sinlEn-10

}0,5] et au voisinage de 0, sibi t~1t donc =2t + 1 et T ~2it+1 . Les

sin(2n +1)t sin(2n +1)t o
——— et t = ——— sont prolongeables par continuité en 0
t sint?

fonctions ¢ —

Ainsi W¥n € M/ et J, sont bien définies
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b)¥n e M, VtE]O,%],Zcos(ﬂd) = ZRé e = Réz e
=1 =1 =1

n-l 2 nit enit (e—nit _ enit)
2it

N - - 1-e , Wi —2isin nt Wi Sin nt
etZkt - e2lt (eth) - eth — =e - - - — e(n+ )lt — — e(n+ )zt :
= =i l-e e (e" -é ) =2isint sin ¢

donc Ré N o2 = [cos(n+1)t]sinnz
Z sint

Or cosa.sinb = % [sin(a +b)—sin(a —b)] ,d’ou:

" in(2n+1)t-sint
¥ne M, Ve O,z ,Zcos(2kt)=lsm( n+ ) S et finalement
2| #~ 2 sint
sin(2n+1)t .
¥nen, ‘v’tE]O,z , M=l+22cos(2kt)
2 sint =

ain .r..'l l

c)Pourt=0,0na 1+2Z cos 2kt) 2n+1 et -2t + 1 auvoisinage de 0,

% n 2
donc¥Wi € B, J IM =f(1+22cos 2kt )dt=—+22fcos 2kt)d
sin¢ 0 1
=£+2§[sin(2k1) 5=£
2 - 2k . 2

[SIR

Comme J0=fdt=z onafimneH g ==~
0 2 2

)_I_L

3. £(0)=0et Vze]o,%}, 1t

t sint

a) f estdeclasse C' sur } 2] (somme et quotient de fonctions de classe C'ne s’annulant

pas sur cet intervalle)
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. I I 1 sint —¢
Montrons que f est continue en 0. Il faut calculer la limite de — - —— = quand ¢

t sint  tsint

tend vers 0.

Au voisinage de 0 :

sint—t sintr—+r

-

tsint rs

3 .
. t . -5 - -4 sini—f  —i
smt=t—g+0(t3)donc.smr—r=++nllr-‘}~-7 et ”L-= -t

o

11 . . T
donc lim--——=0donc f estcontinueenOet f estcontinue sur [O,—} .
=0 ¢ sint

s 2 2
VtElO,%}, f'(t) 1 N CoS?  —sin"f+1" cost

sin’ ¢ > sin® ¢

Au voisinage de 0 :

—gin®r +réecost  —sin€ 4+ rércast

.

rés5in®t ¢

sint=t—£+o(t4) donc sin2t=t2—£+o(t4)
6 3

t=1 £ (tz)donc t*cost =1 A (14)
cost = —5+0 cost = —E+0

.- . Ll . 1+ . L

donc —sin“f +f*cost = T-T+ alt"h= ——+ 9(31‘;.“._?
AR . 1 cost 1 - s 1
D'ou f (t)=——2+ —— "~ — — auvoisinage de 0, donc lim f (t)=——
t sin" ¢ " (=0 6

étant continue sur 0,z , de classe C' sur 0,z avec lim f'(¢) = —l , on peut en
2 2 6

=0
1

conclure que f est de classe C' sur [O,%} . avec f'(O) = —g
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b) ¥t € I,

JT JZ

. 3
2 ltdt - 2 ltdt
ff sin (27 + f( )sm n+ -{

sin ¢

1 : 1
2n+1)tdt — [——sin(2n+1)td
sin(2n+1)zdt - sintsm( n+1)tdt

=1 -J, carchacune de ces intégrales converge .

B
On a dong En EMl,I = f s1n 2n+1 tdt
0

2
f sm 2n+1 tdt
0

. T . .
f et sin étant de classe C' sur [O,E} on peut intégrer par parties et

T

cos(2n+1)t .
2n+1

2n+1

f'(t)cos(2n +1)tdt.

O%N\h

} sm 2n+1 tdt = [ f(t)

Le terme entre crochet est nul car f(O) =0,

: :
onaf t)sin )cos(2n +1)tdt et
0 0
3
f(¢)sin(2n+1)¢dt|=
0
L

f( )cos(2n+l tdt <

|2
ol e

B
2t ﬂ cos 2n+1 t‘dt<

f étant de classe C' sur [O,%} , ' est continue donc bornée sur [O,%} donc _,|',_.::| F' i de est un

réel M.
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Jr
on a donc _,|.,_." Fltsinldn + L)t de = ﬁtend vers 0 quand ntend vers +

T

2
et donc f sm 2n+1)ldt tend vers 0 quand ntend vers +o
0

T

2
dvinel, ] =J +f )sin(2n+1)tdt et ¥ir € B, J, _E donc|lim 7, =%
0

sm 2n +1

41f dt

En effectuant le changement de variable u = (2n +1)t du = (2n +1)dt on obtient :

(2n+1);r
2
sinu e . ~sint
I = f du et par passage a la limite, lim /, = f—dt et finalement

n—>+w
0 u
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