Corrigé probleme 13

X

1 wre R g(x)=[f(t)dr.

0

f est deux fois dérivable sur I (donc continue sur ), donc @ qui est la primitive de f qui

s’annule en 0, est dérivable sur I et Wx € R, ¢’ (x) = f(x)
f est dérivable sur &, donc ¢ est deux fois dérivable sur [ et Wx € R, " (x) = f'[x)

vxe R y(x) =;f(x—t)f(t)dt =xi'f(t)dt —itf(t)dt =x¢(x)_jtf(t)dt.

Comme plus haut, i est deux fois dérivable sur K et
vre Ryrie = o)+ xg () — xf(x) = @lx) + xflx) — xfix)
Donc%x € B, Yri(x) = @x) etW¥Wxr € R y"(x) = ¢ (x) = Flx)

X

2. f(x)—ff(t)dt=sinx©f(x)—gp(x)=sinx

0

En dérivant les deux membres, on obtient : f'(x)—ga'(x) =Cos x soit f'(x)—f(x) = COS X

f estsolution de I’équation différentielle (E) : y'-y =cosx ; de plus f vérifie (1), donc

W € lFﬁ,f(x)—}f(t)dt =sinx, donc £(0)=0

Résolutionde : y'-y =0.
C’est une équation différentielle linéaire du 1°" ordre, donc une solution générale est donnée
par:%r € |, yix) = Ke* K € &

Recherche d’une solution particuliere de : y'—y = cosx sous la forme

y(x)=Acosx+Bsinx, soit y'(x)=-Asinx+ Bcosx,[, H) € K*

y estsolutionde (E) &= Wr E I, —Azsinyr +Bcosxyr—Acosy —Hsinxr =cosx
e vr e (8E—Alcosxy — (A + H)sinxy = cosx
B-A4=1

car (cos,sin) est une famille libre
A+B=0
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Les solutions de (E) sont les fonctions y définies sur I par :

vr e R, yplx) = Ke* —;—nzns.r+§sjnr.!{ £ R.
1 1
or y(O)=O©K—E=O©K=E

Finalement I'unique solution de (2) qui vérifie (1) est la fonction f* définie sur I par
Yre R fix)= Efc" —cos X + sinx)

3 f(x)—i'(x—t)f(t)dt=sinx@f(x)—z/}(x)=sinx

En dérivant deux fois les deux membres, on obtient : f'(x)—z//'(x) =CoS x, puis

f"(x)-y"(x)=-sinx soit £"(x)-f(x)=-sinx

f estsolution de I’équation différentielle (F) : y"-y =-sinx ; de plus f vérifie (3), donc
vre |, fix)— _J':L'x — t)f{t)dt = sinx, donc £(0)=0

f vérifie aussi Wx € IR, " (x) — ' (x) = cos x, donc £'(0)-y'(0) =1 soit f'(0)=1.

Résolutionde : y"-y =0.

C’est une équation différentielle linéaire du 2°™ ordre. L’équation caractéristique 7> —=1=0
admet 2 racines distinctes 1 et —1, donc une solution générale est donnée par :
Yre | ylx) = de® +pe™, (4 1) B

Recherche d’une solution particuliere de : y"-y = —sin x sous la forme
y(x)=Acosx+Bsinx,[, ) € E*

soit y'(x)=-Asinx+Bcosx et y"(x)=-Acosx-Bsinx

y estsolutionde (F) = %¥x E i, —2Acosxy — 28 sinxy = —sinx
= ;2A =1 0 car (cos,sin) est une famille libre
4=0
= 3 =%

Les solutions de (F) sont les fonctions y définies sur L& par :
Yo £ B, ylx) = AcT + pe™* + i.sin x, (A, e RE
y(0)=0©/l+/,¢=0

VrE R,y (x) = AcT — po~¥ +§-:'|:ns:r.' d’ou y'(0)=1©i—y+%=l©i—u=%
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A+u=0 /l=l

1 <

A-—u=— 1
2 u= 4
Finalement I'unique solution de (4) qui vérifie (3) est la fonction f définie sur I par :

v e B ,(._}_1 , L _x+1 . __5hx+.5'm.r
x X —r}e q_c* 2.sm:r.— 7

4] ff shy+s1nydd j), shy+s1nyd )d
1

o%-—o%—‘o%—‘o%
O%« O%

dy )dx

f smx)dx d’apres 3.

shx+sinx

I
-
(1
( —smx)dx

-1

th—smxdx _ chx+cosx] _ch1+cos1
2 2 0 2

shy+s1nydd _ch1+cosl )

=[x
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