Corrigé probleme 8

On note M la matrice de f* dansla base B et m, le terme général de cette matrice.

1. Wk e [L23] flog) = ¥i., .0 donc
whoe [L23] oy flog) = o B, oy = L. Mo e = il car B est une base
orthonormée.

Orwir € [1,2.3], 2z f(zz) = 1 par hypothése sur f donc tous les termes de la diagonale
de M sont nuls.

2. (er+e).flec+1e7) =0, et d’autre part,
(ez +27). Floe+o7) = (oo £l + (ed) Filoy) + (27). £l + (27). Filey)
= (o) £ (e;) + (7). fle = en Z Wiy 87 + 0 = My + My

k=1
donc it = —M;
d’apres les résultats des questions 1 et 2, M est une matrice antisymétrique.

3. Soitwr £ E fixé.
v E Fflw) = whn

£ est linéaire car le produit vectoriel est linéaire par rapport a la 2°™ variable.
Sivu € &, f{w) = wiae, alors . F () = . (whie) = [irw.u] =0

car le produit mixte [z, W, 1] est égal au déterminant de [ Jqui est nul en raison de I'égalité
de deux vecteurs. Il en résulte que fEH

WALD = 1E; — Qe
Siwr = pry + oy + rey, alors 4 wATE = —roy + pEy
WACY = gey — pey

0 -r ¢
la matrice de f danslabase Bestalors| » 0 -p

-9 p O

4. Réciproquement soit f € H . Sa matrice M dans la base B est alors une matrice
0 a b
antisymétrique d’apres la questions 2, doncdelaforme | -a 0 ¢
-b -c O



Si (x, y,z) sont les composantes du vecteur iz,alors celle du vecteur f[1risont obtenues par

0 a b\(x ay +bz
le produit matriciel | -a 0 c||y|=|-ax+cz
-b -c 0)\z -bx—-cy
. . . yi|ma z||—¢
Dans ces composantes on reconnait les 3 déterminants : , , etona
-a z||-c x| |b y

f i) = wAr ol les composantes du vecteur w sont (—c,b,-a).

5. A est une matrice antisymétrique .

Si (x, y,z) sont les composantes du vecteur iz, alors celle du vecteur g (1t }sont obtenues par

1 2 1 2
0 -- = -——)y+—z
3 3 |/, 3 3
. . 1 1 2 e -
le produit matriciel 5 0 —5 V= gx—gz et on vérifie que .glu) = 0
2 2 z 2 2
-— = 0 —=X+=y
3 3 3 3
. 221
donc g & H et les composantes du vecteur ##  associés sont 5’5’5
I
et|lw||= = =1
Yy L]
6. Déterminons le polynéme caractéristique de A4 :
s 12
3 3
2,(2)= Lo (e YL 8 202, 2, =2 = A=-A(A*+1)
3 3 9/ 3\3 9/ 319 3
22,
3 3

Ce polyndme n’admet qu’une seule racine réelle 0 (les deux autres racines sont complexes)

alw) = wwhw = [ = Uwr donc ¥ est une base du sous espace propre associé.



