Corrigé probléme 7

Partie 1
01 0 0 0 1
J=(0 0 1 JP={1 0 0 J =1
1 00 01 0
A 1 0
2. x,(A)=dét(J-AL)=|0 -4 1|=-A"+1.
1 0 -A

Les valeurs propres de J sont les racines du polyndme -A° +1.
-4 =0 AL, 2}

La matrice J est diagonalisable sur le corps C car elle admet 3 valeurs propres complexes

distinctes : 1, j, j°.
Elle n’est diagonalisable sur le corps R car elle n"admet qu’une seule valeur propre réelle.

X

3. Calcul des vecteurs propres :U =| y

z
-x+y=0
A=1:JU=U<(J-1)U=0< -y+z=0 <x=y=z
x-z=0
1
1| est un vecteur propre de J pour A =1
1
-jx+y=0 )
. . . . y=Jx
A=j:JU=jUs(J-jl)lU=0< —jy+z=0 < ,
. z=Jy
x-jz=0
1
j | estun vecteur proprede J pour A= ;.
.2
J
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—j’x+y=0

.2
=jx
A= idU=U < (J-PI)U=0e —jPy+z=0 < 777
) z=J])
x-jz=0
1
j2 est un vecteur propre de J pour A = jz.
J
1 1 1
Onadonc P=|1 j j°
L
a b c
4. M(a,b,c)=|c a b|=al+bJ+cJ’.
b ¢ a

aH=J car I€EH

b. Soient M(a,b,c)EH et M(a‘,b',c')EH. Alors
M(a,b,c)+M(01',b‘,c')=a]+bJ+cJ2 +a'l+b'J+c'J? =(a+a')[+(b+b')J+(c+c')J2

donc M(a,b,c)+M(a',b',c') =M(a+a',b +b',c+c')EH
. Soit it € L. kM (a,b,c)=k(al +bJ +cJ? ) =kal +kbJ +keJ’
donc k M (a,b,c) =M (ka,kb,kc)EH .

On a montré que /i = [M(w, b, o7, (u, B, o} £ L*] est un sous espace vectoriel de M4 (L},

1,J et J*forment une famille libre de M4 (L}, et M(a,b,c) =al +bJ +cJ’ donc H est

engendré par [,J et J* et H est de dimension 3.

0 0 1\/1 1 1
5.{1 0 0f[1|=|1]donc|1] estunvecteurproprede J? pour A=1
0 1 0){1 1 1
0 0 1\/1 J° 1
1 0 0| j|=|1|donc| j | estun vecteur proprede J? pour A= j2
0 1 0|, Jj j?
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0 0 1\/1 Jj 1
1 0 Offj>|=|1 [donc| j*| estun vecteur propre de J*pour A=
0 1 0J\ J’ Jj
a b ¢
M(a,b,c)=|c a b|=al+bJ+cJ’
b ¢ a

1 0
or J=PDP'et J*=PD’P" avec D=|0
0 0

donc M (a,b,c)=aPIP™ +bPDP™ +cPD*P" = P(al +bD+cD* ) P

a 0 O b 0 0 c 0 O a+b+c 0 0
al +bD+cD*={0 a O|+[0 b 0 |+|0 ¢ Of=| O a+bj+c’ 0
0 0 a) |0 0 B 0 0 g 0 0 a+bj* +cj

Les valeurs propres de M(a,b,c)sont ca+b+c, a+bj+cj’, a+bj’ +¢

6. [, Dot E R =u+b-cel
a+bi+cifeRe=a+bji+ofi=a+b+cpi=a+bj+cjii=a+bji*+cj

car (w, b, o} £ R

a+bj+qg’ =a+bi’ +g b+’ =bji* +¢ = (b-c)j+(c-b) )’ =0©(b—0)(j—j2)=0
or (j—j2)¢0 donc b=c

demémea+ bjc+cjelie=b=c

donc les valeurs propres de M(a,b,c) sont réelles si et seulementsi b =c.

b. Les valeurs propres de M (a,b,b)sont: a+2b et a+b(j+j2)=a—b car 1+ j+j°=0et

cette valeur propre est double.
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1
Le sous espace propre associé a a +2b est la droite engendrée par | 1

1
Le sous espace propre associé a a —b est donné par :
a b b\(x X ax+by+bz=(a—b)x bx+by+bz=0
b a blily =(a—b) vl bx+ay+bz=(a—b)y < bx+by+bz=0
b b a z Z bx+by+az=(a_b)z bx+by+bZ=0

et le sous espace propre associé a a —b est le plan d’équation x+ y+z=0.

Partie 2

1. Les valeurs propres de M(a,b,b)sont ca+2beta-b.

2b=1 2b=-1
fahb a pour seules valeurs propres 1 et -1 si et seulement si at ou at
. a-b=-1 a-b=1
a+2b=1 - 3
a-b=-1 2
3

D’apres la question précédente le sous espace propre associé a la valeur propre 1 est la droite
1
engendrée par | 1 | et le sous espace propre associé a la valeur propre -1 est le plan d’équation

1

X+ y+2z=0. Ces deux sous espaces sont orthogonaux.

1
fa,h,b est la rotation d’axe dirigé par | 1 | et d’angle or ou retournement.
1
1
a=—
a+2b=-1 3
=
a-b= 2
b=—-—
3
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1
Le sous espace propre associé a la valeur propre -1 est la droite engendrée par | 1 | et le sous espace

1

propre associé a la valeur propre 1 est le plan d’équation x+ y+z =0.
fa », €st la réflexion par rapport au plan d’équation x+y+z = 0.

, ca+2b=1 a+2b=0
2. f.,, apourseules valeurs propres 1 et 0 si et seulement si ou

a-b=0 a-b=1

1
a=—
a+2b=1 3
=
a-b=0 1
b=—
3
1
Le sous espace propre associé a la valeur propre 1 est la droite engendrée par | 1 | et le sous espace
1
propre associé a la valeur propre 0 est le plan d’équation x+ y+z =0.
1
fa ».» €st la projection orthogonale sur droite engendrée par | 1
1
a
a+2b=0 3
=
a-b=1 1
b=-——
3
1
Le sous espace propre associé a la valeur propre 0 est la droite engendrée par | 1 | et le sous espace
1

propre associé a la valeur propre 1 est le plan d’équation x+ y+z =0.

fa », €St la projection orthogonale sur plan d’équation x+ y +z = 0.

010
3.a.J=[0 0 1] estune matrice orthogonale de déterminant 1 donc c’est une matrice de
1 00

rotation.
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1
On avu quett = (1) est un vecteur propre de J pour A =1doncl’axe de la rotation est droite
1

1
engendrée par T = (1)
1

-

Soit t* = [ I ) , T _ 1; Déterminons , image de ¥ par cette rotation :

—1
0 1 0\/1 0 o
0 0 110 |=|-1 doncl-'i?=[—l)
10 o)l-1) |1 1
On sait que . B = || o][[|]] cus(®, ¥ donc —1 = 2 cus(t, W) = cus(®, ®) = - =

0 0 1
J*=[1 0 0] estune matrice orthogonale de déterminant 1 donc c’est une matrice de rotation.
01 0

1
= (1) est aussi un vecteur propre de J? pour A =1 doncon ale méme axe de rotation.
1

Déterminons F, image de * par la rotation de matrice J?

0 0 1\/1 -1 1
1 0 0/l0]|=]|1 doncﬁ’=[1)
01 0f{-1 0 -0

. ) 1
—1=2vus [ ?)I =S rus(h = — =
' 2
a b ¢
b.{ ¢ a b | estune matrice de rotation si et seulement si c’est une matrice orthogonale de
b ¢ a

déterminant 1

a b ¢
¢ a b | estunematrice orthogonale si et seulementsi > +b° +c> =1 et ab+bc+ca=0

b ¢ a
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a b ¢ 1 1 1 1 0 0
¢ a bl=(a+b+c)lc a bl=(a+b+c)lc a-c b—wr=(a+b+cxa2—ab—ac+bc+b2+cz—2&ﬁ
b ¢ a b ¢ a b c-b a-b

a b ¢
comme a*+b°+c*=letab+bc+ca=0,|c a b|=a+b+c etfinalement

b ¢ a

a+b*+ct =1
£, .. estune rotation si et seulement si: ab+bc+ca =0

a+b+c=1

1
= (1) est encore un vecteur propre pour A =1donc I'axe de la rotation est encore la droite
1

1
engendrée par ¥ = [ 1)

1
"1
Soit " = [ b | ,®_1™; Déterminons ¥, image de ¥ par cette rotation :
-1
a b c\/1 a-c
c a bll 0]|=]c-b|donc
c all-1 b-a

W% = (u— ) = (= BY* = (b=} =2 =2

[Z]|®] =2a—b—c=3u—(u+b-}=3u—-1

On sait que . B* = [ 2] ||= cusie, B donc Ju— 1= 2ot @) &= rusl? w) = ?
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