Corrigé probleme 6

Exercice 1
5 2 4 -1 -2 =2
A= 12 3 8 C=(0 -3 =2
-12 -4 -9 0O 4 3

1. Polynéme caractéristique de f/ oude 4 :

5-4 2 4 | I5-2 2 4 5-4 2
x(A)=|12 3-2 8 |=l12 3-1 8 |=(-1-A)] 12 3-1 8
12 -4 9-2] | 0 -1-4 -1-4 0 1

5-4 =2 4
=(-1-A)| 12 =5-4 8=(-1-2)(A*~-1)==(A-1)(A+1)’
0 0o 1

Polynéme caractéristique de g oude C:
-1-4 =2 -2
x(A)=| 0 3-1 -2|=(-1-2)(A*-1)==(A-1)(A+1)"
0 4 3-4

’f et g admettent les mémes valeurs propres : 1 et -1 (double)‘

2. Sous-espaces propres de f :
u =(x,y,z)EEl @f(u)=u @f(u)—u =0

4x+2y+4z=0 2x+y+2z=0 4x+2z=0 )
z=-2x
soit 12x+2y+8z=0 < 6x+y+4z=0 < 6x+y+4z=0 <
=-z
C12x-4y-102=0  —6x-2y-5z=0  y+z=0 4

Eo={lx, vz )ER* 7z = =2xety = —z|
dimE, =1et E, =Vect(1,2,-2)
u=(x,y,z)EE_1 @f(u)=—u @f(u)+u=0

6x+2y+4z=0
soit 12x+4y+8z=0 < 3x+y+2z=0
-12x-4y-8z=0

Eo={lrpsi e RE3x+y+ 2z =10

dimE |, =2 donc f est diagonalisable.
Sous-espaces propres de g.
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u =(x,y,z)EE @g(u)=u @g(u)—u =0

-2x-2y-2z=0
] z==2y z==2y
soit -4y-2z=0 = =
x+y+z=0 X=y
4y+2z=0

"III'. = [|::_I'_,':|.?IE':| E I'FE-:EII = _El" E[}r ES .ll

dimF, =1 et £ =Vect(1,1,-2)

u =(x,y,z)EF_1 @g(u)=—u @g(u)+u =0

-2y-2z=0
soit -2y-2z=0 < y+z=0
4y+4z=0

Foo=llxv2e By +z=10]
dimF | =2 donc g est diagonalisable.

3. Oncherche une base B' de IE* dont les vecteurs sont a la fois vecteurs propres
de f et vecteurs propres de g ; la premiére composante non nulle de chacun de ces

vecteurs doit étre égale a 1.

Onadéja v, = (1, 2, —2) qui est un vecteur propre de f associé a la valeur propre 1 et on
remarque que v, €[, donc v, = (1, 2, —2) est aussi un vecteur propre de g associé a la

valeur propre -1.

Onaaussi v, = (1,1, —2) qui est un vecteur propre de g associé a la valeur propre 1 et on
remarque que v,EE |, donc v, = (1,1, —2) est aussi un vecteur propre de f associé a la

valeur propre -1. (3+1-4=0)

3x+y+2z=0
Il reste a trouver un vecteur v;EE | NF, soit v, = (x,y,z) vérifiant: y+z=0

x=1
Ce systeme admet |'unique solution (1,3, —3)

Et B'=(v1,v2,v3)

4 . Des calculs précédents on déduit que

1 1 1 I 0 O -1 0 0
P=2 1 3|, 4'=|0 -1 0|, C'=[{0 1 O
-2 -2 3 0 0 -1 0 0 -1
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