Corrigé Probleme 2
Exercice 1

1. R = B (rpotf)eXx—y—2+1.
Montrons que f est linéaire :
Yix, vz e BLvix' v,z e BY
fllayz+ vz ) =flx+x.y+y.z+ 20+t
=x+x —(v+yi—(Z+z)+t+¢
=X—F—EZ+4+r+x -y -+t
= flr,pz)+ Flx, ¢ 2.

Vir,y.z.r) € BV ¥AE R,
FlAlz, vz 1)) = fllx A dz i) = Ay —Ay—dz+ At =Alx—y—z+1)=
Aflx el
Donc f est linéaire.
fmjf = R cartout élément de £ admet au moins un antécédent par f :

wa € B, (@ 00,0} est un antécédent de a par exemple, donc f est surjective et
dimim(fi=1

2. Montonsque k' = f(x, v, z,t) EIR*.x —vwv—2z + 1 = []] estun sous-espace
vectoriel de I,
£ = Ker f donc £ est un sous-espace vectoriel de I£! et d’apres le théoreme du rang
dimKer f=4-1=3
w=(00L1)» = (10,1,0),w=(1100)
On vérifie facilement que u, v, w sont des éléments de £
Montons que la famille (u,v, w) est libre :
Vin b o) E B au+br+ o =0 =allb0,110) + 5010100+ c(1,10,00 =0
{b +c=10

=:"1E+Ilj= =ﬁ-ﬂ=b=f_‘=

a=a
donc la famille (u,v, w) est libre .

la famille (u,v, w) est libre de cardinal 3 qui est la dimension de E

la famille (u,v, w) est une base de E

3. G={lryatle R x=tcety=z=0]={(x 0.0 x)xE R
Donc ( = Vect 1,040}, 1} est un sous-espace vectoriel de &' de dimension 1, de base
(1,0,0,10.
4. Montrons que [ et (s sont supplémentaires dans IK'
r—y—z+t=10
(x, vz, ) E MM & r=t rx=v=z=t=1{
yY=z=10
Donc ¥ 5 = f{1]
De plus dim & + dim iz = 4
Donck = I if ir.
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5. [x,wz.t)E K
(x, 1wz t)=(r—agyztr—a)+ (o 00g)
avecx —g—v—z+t—a=Udonca==(x—y—z+t)
onadoncplix,yzt)] = %L'x +y+z—tin 2tz —x+vy+z+t)
et la matrice ;1 dans la base canonique de &' de la projection j» est:

6. it = (011 = (LAL0)w = (LL00) : (u,v,w) est une base de £

plu) =u
ple) =u
plu) = w

i, 17, W' sont donc des vecteurs propres associés a la valeur propre 1

[1,0,00,1) € i+ donc pl14h0,1) = 0 et [1,0,00,1) est un vecteur propre associé a la
valeur propre 0

Exercice 2

2 =1 1
1. i1 = ( (B 1 1)
-1 1 1
-4 -1 1

] 1—4 1
-1 1 1-4

Fald) = =2—0F -2 - (=2 + 4 =2 - 04— 1F

I admet 2 comme valeur propre simple et 1 comme valeur propre double.

. X -v+z=1{ X =z
A= 2:0oncherchel!l = (l’) tel que AL = 2L soit —v+z=0 = Iy =1
2 ~x+y—z=10
D'ou £ = wect {0,1,1]
Diméky =1
_ v ¥-y+z=10 x =
A=1:0ncherchel! = (l’) tel que ALF = LI soit ==} = lz=u
= —x+y=0

D'ou £, = voct (1,100
Dimk, =1

A la valeur propre double 1 correspond un sous espace propre de dimension 1 donc la
matrice A n’est pas diagonalisable.

2. D’apres la question qui précede :
Siit = (1,1,13, alors flu) = 2u
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Siz = (1,10}, alors fli) = v

On cherche ¥ tel que Flu} = 7 + W soit f (W) — 1% = 1 et avec les mémes notations

-yp+z=1 x=120 _
=1 doncy¥ = U doncur = (h{,1)

En conclusion : flu) = 2, fle) =, flw) = v+ w

a1 0
On vérifie que la famille (1, 17, wiestlibre : |1 1 0Ol =—1 =0
1 0 1

2 00
Donc la matrice de f dans cette base B est 1" = (U 1 'J_).
0 ¢ 1

d 0 2 oo 4 0 0

3. T# = (U 1 'J.) (L'I 1 1) = (ﬂ ' l:'.)
o4 1AM 001 1
4 0 2 0o 8 0 0

1T = (U 1 .?.) (L'I ' 1) = (ﬂ 1 3)
o4 1AM 001 a1

On conjecture que

20 0
T = (1} 1 rz)
¢ o0 1

On va le prouver par récurrence :

= =

=

C'estvrai pourit =1
AL | B R | B 2l ]
Tt = (I'.:I 1 r:) (I'JI 1 'J.) = ( 0 1 n+ 'J.)
[ | B N I | B (1] 0 1

Donc si la propriété est vraie pour le rang it, elle I'est encore pour le rang it + 1.
Donc

AL | I
";"'rth".T“=(D 1 r:)

o0 1
g 1 4 -1 1 0
4. P = (1 1 u), fl=| o0
1T 0 1 1 -1 1

5. A = P11 donc A% = P11 et le calcul nous donne

it+ 1 —h n
r’l"=(n+1—2" 2F —n n)

T—a" 2" -1 1
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