Réponses de Probabilités -1-
Réponses et Indications (Variables aléatoires a densité)

Exercice 1

3

1) k=—.

) 32

2) F(x)=0si x<0 F(x):3—12x2(6—x)s103xs4 F(x)=1si x>4.
3) E(X)=2 et V(X)z%.

4) g(x)=%x3(4—x2) si 0<x<2 et g(x)=0 sinon.

Exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de celle de X.
Exercice 2
1) F est continue, croissante, de classe C' sur R avec lim F(x)=0 et lim F(x)=1.

X—>—00

—X

e
2) VxeR X)=—"—.
) ) 1o
0 +oo
3) E(X)=0.Montrer la convergence absolue de Ixf (x)dx etde jxf (x)dx.
—oo 0

Exercice 3 (d’apreés Oral ESCP 2012)

1) fest continue et positive sur R et I f(x)dx=1.

—oo

Pour le calcul de I’intégrale, utiliser le changement de variable u =e*.
2
2) a) VxeR F(x)=—arctan(e").
I
b) X aune espérance et E(X)=0.

3) a) glx)= si x>0 et g(x)=0 sinon. Exprimer la fonction de

2
1+ x°)
répartition de Y en fonction de celle de X.

b) La variable aléatoire ¥ n’admet pas d’espérance.

Exercice 4
1) k=o.
2) a) F(x):l[l—%j six>let F(x)=0si x<l1.
o X
b) X a une espérance si et seulement si ot > 1. Alors E(X) = Ll'
¢) X aune variance si et seulement si ot > 2. Alors V(X) = * >
(x=2)(o—1)

Exercice 5

1) Dans chaque cas, exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de celle de X.

a) g(x):i si 3<x<7 et g(x)=0 sinon.

b) g(x):% si —1<x<1et g(x)=0 sinon.
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si 0<x<4 et g(x)=0 sinon.

1
c) g(X)—4\/;
d) g(x)=

. 1 )
5 si XZE et g(x) =0 sinon.
X

e) g(x):%e” si x<In2 et g(x)=0 sinon.

2) Méme méthode. Attention aux signes !
. | .
si 0<x<1, g(x)=——=si I<x<4 et g(x)=0 sinon.

B g =——
3x 6vx
b) g(x):% si 0<x<1, g(x):% sil<x<2 et g(x)=0 sinon.
3) Yestune variable aléatoire discrete qui suit la loi uniforme ~/ ([ —1,1]).

Exercice 6
Soit o > 0 et une variable aléatoire a densité X qui suit la loi uniforme sur ]0,1[ .
1) Y suit la loi exponentielle < (o).

si x=1 et h(x) =0 sinon.

2) Zapour densité la fonction £ définie par : h(x) =——
X

Exercice 7
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale réduite . / (0,1). Soit a > 0.

2
D gx) :E

2) et3) E¥Y)=a+

s .
e i x> q et g(x)=0si x<a.

2 2
et V(Y)=1+—. Utiliser les propriétés de laloi . / (0,1).
N2T L
Exercice 8
. 41 . o . o
La probabilité est 50" Exprimer cette probabilité avec la fonction de répartition de 7.

Exercice 9
Partie A : Densité

1) g estcontinue sur R —{1}, positive sur R et Ig(x)dx =1. (Voir ’exercice 4).

—oo

0sit<l 1sit<l
2) P(X<t)= 1_1 Gi>1 donc P(X >1)= lsitZI‘
t t

3) La variable X n’admet pas d’espérance.
PartieB : Casn =2

1) a) U>H=X>t)n >t). Donc FU(t):l—i2 sit=let F,(t)=1sit<I.
t

b) u(t)z%sitZletu(t):O sitr<l.
£
c) EU)=2.
2
2) a) (V<)=(X<t)n¥ <r).Donc Fv(’):(l_%j sitzlet F,(1)=0sit<1.

2(t-1)
3

b) v(t)= sit=2letv(t)=0sit<l.

c) La variable V n’admet pas d’espérance.
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Partie C : Généralisation

1) a) Sit=1,lavariable N suit la loi binomiale ‘///(n,l —lj
t

n

1 n - .
b) (T, <t)=(N 2k).Donc Fk(t):t_nZ( .j(t—l)f sit=let F(t)=0sit<lI.

j=k
2) f, estladérivée de F, avec f,(1)=0. Transformer avec la relation de Pascal.

n+l-k
ni1
3) tf ()~ k[kj(—j . Donc I’intégrale I tf, (t)dt converge si et seulement si k <n.
+oo t

1

+oo

4) a) Jn(O):L.
n+1

b) J, (k+1)= k——i_i J (k). Intégrer par parties.
n —_—
¢) Raisonner par récurrence.

5) ET,)= Lk Utiliser le changement de variable x :1 pour se ramener au 4).
n— t

Exercice 10 (d’apreés Ecricome 2001 voie E)

Partie A : Nombre de composants défaillants
1) P(T,<t)=1-e sit>0.
2) N, z(nl-e™)et E(N,)=n(l—e™).

3) t, = % Résoudre I'inéquation E(N,) 2 g

Partie B : Montage en série
D (S, >n=T >1).
i=1

2) F,(t)=1-e"™ sit>0et F(1)=0sit<0.

1

1
3) S (n\).Donc E(S )=— et V(S )=——-.
) S, (nh).Donc E(S,) e (s,) pETE

Partie C : Montage en paralléle

) U, St):ﬁ(Tl. <t).
i=1

2) G,()=(1-e*)"sit=20et G, (1)=0sir<0.
3) En déduire la fonction de répartition G,, de la variable aléatoire U, .
4) g, (O=nke™A—e)""sit>0cet g, (1)=0sit<0.

+oo
5) tg,(t)~ nite ™™ . Donc I’intégrale jtgn(t)dt converge.
0

6) Utiliser la formule du bindme et une intégration par parties.
7) Utiliser la formule du bindme et la relation de Pascal.

8) Montrer que L <In(k+1)—Ink < l et sommer.
k+1 k

9) E(Un)~%lnn.
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Exercice 11 (d’apreés Ecricome 1997 voie E)

Partie A : Comparaison de deux tarifications

D ET)=.

1
— e_
3) ¢ est continue et strictement croissante sur [0,+oo[ , et lim Q(t) = 4oo.
t—>+o0

2) T, o (1-e*).Donc E(T,) =

"

4) a) Utiliser la bijection : o, = @' (a).
b) La tarification la plus avantageuse est la premiére si la durée moyenne d’une

communication est inférieure a —, et c’est la deuxiéme sinon. Comparer E(7))
a()

et E(T,) suivant les valeurs de E(D) = l
o

Partie B : Etude d’un standard téléphonique
1) Cas d’une seule communication

a) P(D>t)=e™.
b) Utiliser la formule des probabilités totales avec le systeme associé a [, .

1_ 6—069

oo
2) Etude de I’encombrement du standard
a) Laloi conditionnelle de C, sachant que (N, =r) estla loi binomiale .~ (r, p).

c) limP(D+1,>0)=

b) La variable C, suit la loi de Poisson .~ (p9).

o EC,)=12¢"

donc lim E(C,) = l
0—+o0 (04

Exercice 12 (d’apres CCIP 2002 voie E)
Partie 1 : Cas discret
A - Coefficient d’avarie
1) Exprimer P(T =n) al’aide de D.
2) Montrer que D(n)=(1—p)".
3) a) Suite géométrique de raison 1—o, donc D(n)=(1—-a)".
b) T\ (o).
B — Nombre de pannes successives dans le cas d’une loi géométrique
1) Raisonner par récurrence et utiliser la relation de Pascal.

2) a) Vne[2+] P(S,=n)=(n-D)p>1-p) .
b) Utiliser §,,, =S, +T,,, (variables indépendantes), et le 1).
3) a) P(U,=0)=(1-p)" et PU,=n)=p".

(-1 k j—k
b) (U, =k)=(S, <n).Donc P(UnZk):Z(k_Jp (1-p)™.

¢) U,\»7(n,p).
4) U \».»(100000;0,005) donc P(U < N) 20,95 siet seulement si N =>537.

Partie 2 : Cas continu
A - Loi de survie et coefficient d’avarie
1) a) Exprimer P(t <T <t+h) al’aide de D.

b) VteR" D'(t)=—-f(1).
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¢) lim @ =T(t) .

h—0*
2) a) VieR™ D@)=e™.
b) VieR" wi)=A.

+o0

3) a) festcontinue et positive sur R, et If(t)dt =1.

)

b) E(T)= \/% . Utiliser la variance de la loi normale . / (0,1).
c) T*u ’/(%j .Donc V(T) = 2—%.

+ 22
d) VieR™ D()=e .
e) VieR" m(t)=t.
4) a) Montrer que la dérivée de g est nulle sur R™.
b) T\« (o).
B — Entretien préventif
1) Intégrer par parties.

2) ¢,=MK+C) et cz(G)zk[l K

-A0
—€

+Cj. Donc ¢, <c¢,(6) pour tout 6> 0.

2 PR YA n
3) a) ¢, =(K+C),/— .Pour lalimite, utiliser I'intégrale I e’ "dt = 5 .
T

0
b) @ est strictement croissante sur [0,+oo[, lim @(0) = —oo et elim 0(0) = C\/g .
00" —>oo
c) c',(0) estdusigne de @(0) donc ¢, admet un minimum en 6, tel que ¢(6,) =0.
d) Utiliser @(0,) =0 et le sens de variations de ¢, pour comparer avec c, .

Exercice 13 (d’apres CCIP 1996 voie S)

A — Exemples d’expériences aléatoires discretes
1) Premicre stratégie

gn :E'

2) Deuxieme stratégie,

a) P(X1 <lj:l.
2

b) Sio<j< =1 :(Gn:l
.

j = {H(Xk < lﬂm(Xn =lj (Vente le jour n).
it 2 r
si 71 <j<r: (Gn =lj=(X1 =ljU[LnJKX1 <ljﬁ~{Xk_l <ljﬂ(Xk =lm
2 r r k=2 2 2 r

c) Utiliser I'indépendance et I’incompatibilité des événements.

[\

\o}

3r+1 r+l1 3r+1 3 1
d = - .Donc lim g = et imeg ==—— )
) & 4r 21y n—>+oog" 4y r—>+oogn 4 o
. 1 . . 1
e) P(L, :J):F sil<j<n-let P(L,=n)= X

Donc ¢, =2~

et lim/, =2.

n-1 n—s+oo

Exercices de Mathématiques ECS1 et ECE 1 - Catherine LAIDEBEURE - 2013



Réponses de Probabilités -6-

3) Troisieme stratégie.

. n—1 .
a) SiO<j<r—1: (Gn:lj:{ (Xk<lﬂm(Xn:lj.
r iy 2 r
. n—1 n
Donc P(G":i]: 4 si0<j<r-let P(G,=1)=1- :
r) (r+1”" (r+1"
b) —I—L_l Donc Iim g =1 et lim —l
ST ey U SRS TR SRS T
rj_l rn—l
P(L,=j))= -sil<j<n-let P(L,=n)=—-.
hPl=D (r+1)’ ! (L=m (r+1n""
l, =r+l—r—_1.Donc lim/,=r+let lim/?¢, =n.
(I’ + 1)” N—>+o0 r—>+oo

4) Conclusion
La comparaison des limites de g, dans les trois cas montre que la troisieme stratégie

est la plus avantageuse pour un entier n suffisamment grand.
B — Exemples d’expériences aléatoires continues

1) Premicre stratégie

gn ==

2

2) Deuxieme stratégie

a)

b)

d)

€)

F()=0sit<0et F(t)=1s1t21.
n—1
Sio<i<a: (G, s;){ﬂ(xk <oc)}m(Xn <1) donc F.(t)= o™t

k=1
Sia<t<l: (G, >t)=(X, >t)u(U[(X1 <)N..n(X,, <a)n(X, >r)]}
k=2
1-o" ol-a"")
l-a l-a
Il suffit de dériver F, avec des valeurs arbitraires en 0, o et 1.

donc F (1) =t

g, :%(1+oc—oc”).Donc lim g, :OCTH.

n—>+oo

n

; . 1—
P(L, =)=/ "(I—a) si 1< j<n—1et P(L, =n)=0"".Donc { =->
1-a
1 ..
g, :%— S et £/, =2———. On retrouve les limites obtenues au A-2)-d) et e)

quand r tend vers I’infini.
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