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Réponses et Indications (Variables aléatoires à densité) 

 

Exercice 1 

1) 
32

3
=k . 

2) 0)( =xF  si 0<x      )6(
32

1
)( 2 xxxF −=  si 40 ≤≤ x      1)( =xF  si 4>x . 

3) 2)( =XE  et 
5

4
)( =XV .  

4) )4(
16

3
)( 23 xxxg −=  si 20 ≤≤ x  et 0)( =xg  sinon.  

Exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de celle de X. 

Exercice 2 

1) F est continue, croissante, de classe 1
C  sur �  avec 0)(lim =

−∞→
xF

x
 et 1)(lim =

+∞→
xF

x
. 

2) 
2

)1(
)(

x

x

e

e
xfx

−

−

+
=∈∀ � . 

3) 0)( =XE . Montrer la convergence absolue de ∫
∞−

0

)( dxxxf  et de ∫
+∞

0

)( dxxxf . 

Exercice 3 (d’après Oral ESCP 2012) 

1) f est continue et positive sur �  et 1)( =∫
+∞

∞−

dxxf .  

Pour le calcul de l’intégrale, utiliser le changement de variable xeu = . 

2) a)   )arctan(
2

)( xexFx
π

=∈∀ � . 

b) X a une espérance et 0)( =XE . 

3) a)   
)1(

2
)(

2x
xg

+π
=  si 0>x  et 0)( =xg  sinon. Exprimer la fonction de 

répartition  de Y en fonction de celle de X. 

b) La variable aléatoire Y n’admet pas d’espérance. 

Exercice 4 

1) α=k . 

2) a)   







−

α
=

α
x

xF
1

1
1

)(  si 1≥x  et 0)( =xF  si 1<x . 

b) X a une espérance si et seulement si 1>α . Alors 
1

)(
−α

α
=XE . 

c) X a une variance si et seulement si 2>α . Alors 
2)1)(2(

)(
−α−α

α
=XV . 

Exercice 5 

1) Dans chaque cas, exprimer la fonction de répartition de Y en fonction de celle de X. 

a) 
4

1
)( =xg  si 73 ≤≤ x  et 0)( =xg  sinon. 

b) 
2

1
)( =xg  si 11 ≤≤− x  et 0)( =xg  sinon. 
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c) 
x

xg
4

1
)( =  si 40 ≤< x  et 0)( =xg  sinon. 

d) 
22

1
)(

x
xg =  si 

2

1
≥x  et 0)( =xg  sinon. 

e) xexg
2

1
)( =  si 2ln≤x  et 0)( =xg  sinon. 

2) Même méthode. Attention aux signes ! 

a) 
x

xg
3

1
)( =  si 10 ≤< x , 

x
xg

6

1
)( =  si 41 ≤< x  et 0)( =xg  sinon. 

b) 
3

2
)( =xg  si 10 ≤≤ x , 

3

1
)( =xg  si 21 ≤< x  et 0)( =xg  sinon. 

3) Y est une variable aléatoire discrète qui suit la loi uniforme )1,1( TP −U . 

Exercice 6  

Soit 0>α  et une variable aléatoire à densité X qui suit la loi uniforme sur [1,0] .  

1) Y suit la loi exponentielle )(αE . 

2) Z a pour densité la fonction h définie par : 
1

)(
+α

α
=

x
xh  si 1≥x  et 0)( =xh  sinon. 

Exercice 7  

Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale réduite )1,0(N . Soit 0>a . 

1) 22)(

2

2
)( axexg −−

π
=  si ax ≥  et 0)( =xg  si ax < . 

2) et 3)   
π

+=
2

2
)( aYE  et 

π
+=

2
1)(YV . Utiliser les propriétés de la loi )1,0(N . 

Exercice 8  

La probabilité est 
90

41
. Exprimer cette probabilité avec la fonction de répartition de T. 

Exercice 9 

Partie A : Densité 

1) g est continue sur { }1−� , positive sur �  et 1)( =∫
+∞

∞−

dxxg . (Voir l’exercice 4). 

2) 






≥−

<
=≤

1  si  
1

1

1  si  0
)(

t
t

t
tXP   donc 







≥

<
=>

1  si  
1

1  si  1
)(

t
t

t
tXP . 

3) La variable X n’admet pas d’espérance. 

Partie B : Cas n = 2 

1) a)   )()()( tYtXtU >∩>=> . Donc 
2

1
1)(

t
tFU −=  si 1≥t  et 1)( =tFU  si 1<t . 

b) 
3

2
)(

t
tu =  si 1≥t  et 0)( =tu  si 1<t . 

c) 2)( =UE . 

2) a)   )()()( tYtXtV ≤∩≤=≤ . Donc 

2
1

1)( 







−=

t
tFV

 si 1≥t  et 0)( =tFV  si 1<t . 

b) 
3

)1(2
)(

t

t
tv

−
=  si 1≥t  et 0)( =tv  si 1<t . 

c) La variable V n’admet pas d’espérance.  
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Partie C : Généralisation 

1) a)   Si 1≥t , la variable N suit la loi binomiale 







−

t
n

1
1,B . 

b) )()( kNtTk ≥=≤ . Donc 
j

n

kj
nk t

j

n

t
tF )1(

1
)( −








= ∑

=

 si 1≥t  et 0)( =tFk  si 1<t . 

2) kf  est la dérivée de kF  avec 0)1( =kf . Transformer avec la relation de Pascal. 

3) 
kn

k
tk

n
kttf

−+

∞+
















1

1
~)( . Donc l’intégrale ∫

+∞

1

)( dtttf k
 converge si et seulement si nk < . 

4) a)   
1

1
)0(

+
=

n
J n

. 

b) )(
1

)1( kJ
kn

k
kJ nn

−

+
=+ . Intégrer par parties. 

c) Raisonner par récurrence. 

5) 
kn

n
TE k

−
=)( . Utiliser le changement de variable 

t
x

1
=  pour se ramener au 4). 

Exercice 10 (d’après Ecricome 2001 voie E)   

 Partie A : Nombre de composants défaillants 

1) t

i etTP
λ−−=≤ 1)(  si 0≥t . 

2) )1,( t

t enN
λ−−Bc  et )1()( t

t enNE
λ−−= . 

3) 
λ

=
2ln

0t . Résoudre l’inéquation 
2

)(
n

NE t ≥ . 

 Partie B : Montage en série 

1) I
n

i

in tTtS
1

)()(
=

>=> . 

2) tn
etFn

λ−−= 1)(  si 0≥t  et 0)( =tFn  si 0<t . 

3) )( λnSn Ec . Donc 
λ

=
n

SE n

1
)(  et 

22

1
)(

λ
=

n
SV n

. 

 Partie C : Montage en parallèle 

1) I
n

i

in tTtU
1

)()(
=

≤=≤ . 

2) n

n

t
etG )1()( λ−−=  si 0≥t  et 0)( =tGn  si 0<t . 

3) En déduire la fonction de répartition  de la variable aléatoire . 

4) 1)1()( −−λ− λ−λ= nt

n

t
eentg  si 0≥t  et 0)( =tg n  si 0<t . 

5) t

n tenttg
λ−

∞+
λ~)( . Donc l’intégrale ∫

+∞

0

)( dtttgn  converge. 

6) Utiliser la formule du binôme et une intégration par parties. 

7) Utiliser la formule du binôme et la relation de Pascal. 

8) Montrer que 
k

kk
k

1
ln)1ln(

1

1
≤−+≤

+
 et sommer. 

9) nUE n ln
1

~)(
λ

. 

  

nG nU
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Exercice 11 (d’après Ecricome 1997 voie E) 

 Partie A : Comparaison de deux tarifications 

1) 
α

=
a

TE )( 1 . 

2) )1(2

α−− eT Gc . Donc 
α−−

=
e

TE
1

1
)( 2 . 

3) ϕ  est continue et strictement croissante sur [,0[ +∞ , et +∞=ϕ
+∞→

)(lim t
t

. 

4) a)   Utiliser la bijection : )(1

0 a
−ϕ=α . 

b) La tarification la plus avantageuse est la première si la durée moyenne d’une 

communication est inférieure à 
0

1

α
, et c’est la deuxième sinon. Comparer )( 1TE  

et )( 2TE  suivant les valeurs de 
α

=
1

)(DE . 

 Partie B : Etude d’un standard téléphonique 
1) Cas d’une seule communication 

a) tetDP α−=> )( . 

b) Utiliser la formule des probabilités totales avec le système associé à nI . 

c) 
αθ

−
=θ>+

αθ−

+∞→

e
IDP n

n

1
)(lim . 

2) Etude de l’encombrement du standard 

a) La loi conditionnelle de  sachant que  est la loi binomiale ),( prB . 

b) La variable θC  suit la loi de Poisson )( θpP . 

c) 
α

−
=

αθ−

θ

e
CE

1
)(  donc 

α
=θ

+∞→θ

1
)(lim CE . 

Exercice 12 (d’après CCIP 2002 voie E) 

 Partie 1 : Cas discret 

  A – Coefficient d’avarie 

1) Exprimer )( nTP =  à l’aide de D. 

2) Montrer que npnD )1()( −= . 

3) a)   Suite géométrique de raison α−1 , donc nnD )1()( α−= . 

b) )(αGcT . 

  B – Nombre de pannes successives dans le cas d’une loi géométrique 
1) Raisonner par récurrence et utiliser la relation de Pascal. 

2) a)   22

2 )1()1()(,2 −−−==+∞∈∀ nppnnSPn PP . 

b) Utiliser 11 ++ += kkk TSS  (variables indépendantes), et le 1). 

3) a)   n

n pUP )1()0( −==  et n

n pnUP == )( . 

b) )()( nSkU kn ≤=≥ . Donc 
kjk

n

kj

n pp
k

j
kUP

−

=

−








−

−
=≥ ∑ )1(

1

1
)( .  

c) ),( pnU n Bc . 

4) )005,0;100000(BcU  donc 95,0)( ≥≤ NUP  si et seulement si 537≥N . 

 Partie 2 : Cas continu 

  A – Loi de survie et coefficient d’avarie 

1) a)   Exprimer )( htTtP +<<  à l’aide de D. 

b) )()(' tftDt −=∈∀ +
� . 

Cθ ( )N rθ =
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c) )(
),(

lim
0

t
h

htq

h
π=

+→
. 

2) a)   tetDt λ−+ =∈∀ )(� . 

b) λ=π∈∀ + )(tt � . 

3) a)   f est continue et positive sur � , et 1)( =∫
+∞

∞−

dttf . 

b) 
2

)(
π

=TE . Utiliser la variance de la loi normale )1,0(N . 

c) 








2

12 EcT . Donc 
2

2)(
π

−=TV . 

d) 22

)( tetDt −+ =∈∀ � . 

e) ttt =π∈∀ + )(� . 

4) a)   Montrer que la dérivée de g est nulle sur +
� . 

b) )(αEcT . 

B – Entretien préventif 
1) Intégrer par parties. 

2) )(1 CKc +λ=  et 







+

−
λ=θ

λθ−
C

e

K
c

1
)(2 . Donc )(21 θ< cc  pour tout 0>θ . 

3) a)   
π

+=
2

)(1 CKc . Pour la limite, utiliser l’intégrale 
2

0

2
2 π

=∫
+∞

−
dte

t
.  

b) ϕ  est strictement croissante sur [,0] +∞ , −∞=θϕ
+→θ

)(lim
0

 et 
2

)(lim
π

=θϕ
+∞→θ

C . 

c) )('2 θc  est du signe de )(θϕ  donc 2c  admet un minimum en 0θ  tel que 0)( 0 =θϕ . 

d) Utiliser 0)( 0 =θϕ  et le sens de variations de 2c  pour comparer avec 1c . 

Exercice 13 (d’après CCIP 1996 voie S) 

 A – Exemples d’expériences aléatoires discrètes 
1) Première stratégie 

2

1
=ng . 

2) Deuxième stratégie, 

a) 
2

1

2

1
1 =








<XP . 

b) Si 
2

1
0

−
≤≤

r
j  : 








=∩
















<=








=

−

= r

j
XX

r

j
G n

n

k

kn I
1

1 2

1
. (Vente le jour n). 

Si rj
r

≤≤
+

2

1
 : 
























=∩








<∩








<∪








==








=

=

−U
n

k

kkn
r

j
XXX

r

j
X

r

j
G

2

111
2

1
...

2

1
 

c) Utiliser l’indépendance et l’incompatibilité des événements. 

d) 
r

r

r

r
g

nn 12

1

4

13
+

+
−

+
= . Donc 

r

r
g n

n 4

13
lim

+
=

+∞→
 et 

12

1

4

3
lim

++∞→
−=

nn
r

g . 

e) 
jn jLP

2

1
)( ==  si 11 −≤≤ nj  et 

12

1
)(

−
==

nn nLP . 

Donc 
12

1
2

−
−=

nnl  et 2lim =
+∞→

n
n

l . 
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3) Troisième stratégie. 

a) Si 10 −≤≤ rj  : 







=∩
















<=








=

−

= r

j
XX

r

j
G n

n

k

kn I
1

1 2

1
. 

Donc 
n

n

n
r

r

r

j
GP

)1(

1

+
=








=

−

 si 10 −≤≤ rj  et ( )
n

n

n
r

r
GP

)1(
11

+
−==  

b) 
1

1

)1(2
1

−

−

+
−=

n

n

n
r

r
g . Donc 1lim =

+∞→
n

n
g  et 

2

1
lim =

+∞→
n

r
g . 

f) 
j

j

n
r

r
jLP

)1(
)(

1

+
==

−

 si 11 −≤≤ nj  et 
1

1

)1(
)(

−

−

+
==

n

n

n
r

r
nLP . 

1
)1(

1
−+

−+=
n

n

n
r

r
rl . Donc 1lim +=

+∞→
rn

n
l  et nn

r
=

+∞→
llim . 

4) Conclusion 

La comparaison des limites de ng  dans les trois cas montre que la troisième stratégie 

est la plus avantageuse pour un entier n suffisamment grand. 

 B – Exemples d’expériences aléatoires continues 
1) Première stratégie 

2

1
=ng . 

2) Deuxième stratégie 

a) 0)( =tFn  si 0<t  et 1)( =tFn  si 1≥t . 

Si α<≤ t0  : ( ) ( ) ( )tXXtG n

n

k

kn ≤∩







α<=≤

−

=

I
1

1

 donc ttF
n

n

1)( −α= . 

Si 1<≤α t  : ( ) 







>∩α<∩∩α<∪>=>

=

−U
n

k

kkn tXXXtXtG
2

111 )]()(...)[()(  

donc 
α−

α−α
−

α−

α−
=

−

1

)1(

1

1
)(

1nn

n ttF . 

b) Il suffit de dériver nF  avec des valeurs arbitraires en 0, α  et 1. 

c) )1(
2

1 n

ng α−α+= . Donc 
2

1
lim

+α
=

+∞→
n

n
g . 

d) )1()( 1 α−α== −j

n jLP  si 11 −≤≤ nj  et 1)( −α== n

n nLP . Donc 
α−

α−
=

1

1
n

nl . 

e) 
12

1

4

3
+

−=
nng  et 

12

1
2

−
−=

nnl . On retrouve les limites obtenues au A-2)-d) et e) 

quand r tend vers l’infini. 
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