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Réponses et Indications (Variables aléatoires discrètes) 

 

Exercice 1 (d’après ESSEC 1999 voie T) 

 Partie A : Etude du temps d’attente pour obtenir un double six 

1) 
36

1
=p  par indépendance. 

2) 








36

1
GcX  (temps d’attente du premier succès). 

3) 36)( =XE  et 1260)( =XV . 

4) Initialiser X à 0, puis dans une boucle, répéter 1: += XX  et deux tirages aléatoires 

entre 1 et 6 jusqu’à ce qu’ils soient tous les deux égaux à 6. Afficher la valeur de X. 

 Partie B : Etude du temps d’attente pour qu’au moins un dé ait amené un six 

1) 
36

25
=q  par indépendance. 

2) 








36

11
GcY  car la probabilité de succès est 21 p− . 

3) 
11

36
)( =YE  et 

121

900
)( =YV . 

4) Initialiser Y à 0, puis dans une boucle, répéter 1: += YY  et deux tirages aléatoires 

entre 1 et 6 jusqu’à ce que l’un des deux soit égal à 6. Afficher la valeur de Y. 

 Partie C : Etude du temps d’attente pour que chacun des dés ait amené un six 

1) 
n

np 







=

6

5
 par indépendance. 

2) 
nn

nZP 







+








−=≤

36

25

6

5
21)( . 

3) 
nn

nZP 







−








==

36

25

25

11

6

5

5

2
)( . Exprimer )( nZP ≤  en fonction de )1( −≤ nZP . 

4) Utiliser les sommes des séries géométriques. 

5) 
11

96
)( =ZE . Utiliser les sommes des dérivées de séries géométriques. 

6) 
121

12720
)]1([ =−ZZE  et 

121

4560
)( =ZV .  

Utiliser les sommes des dérivées de séries géométriques. 

7) Initialiser Z à 0, puis dans une boucle, répéter 1: += ZZ  et deux tirages aléatoires 

entre 1 et 6 jusqu’à ce que l’un des deux soit égal à 6. S’ils ne sont pas tous les 

deux égaux à 6, dans une boucle, répéter 1: += ZZ  et un tirage aléatoire entre 1 et 

6 jusqu’à ce qu’il soit égal à 6. Afficher la valeur de Z. 

Exercice 2 (d’après EM Lyon 2000 voie E) 

A – Premier protocole 

1) 
)12(

2
)(

−

−
=

nn

kn
EP k . Utiliser la formule des probabilités composées. 

2) TP 1,12)( −+−=Ω anaX  et 
)12(

2
)(

−

−
=−=

nn

kn
kaXP  car kaX −=  si kE  est réalisé. 

3

12
)(

+
−=

n
aXE . 
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B – Deuxième protocole 

1) { }nanaY −∩−−=Ω TP 1,)( . 

2) et 3)  
)12(

2
)(

−

−
=−=

nn

kn
kaXP  si TP nk ,1∈  et 

)12(2

1
)(

−

−
=−=

n

n
nYP . 

5) 
)12(6

17)13(3
)(

2

−

+−−
=

n

nna
YE . 

C – Comparaison des deux protocoles 

Le protocole le plus favorable est le premier si 
3

1+
>

n
a . 

Le protocole le plus favorable est le second si 
3

1+
<

n
a . 

Exercice 3 (d’après Ecricome 2004 voie E)  

1) a)   085,0)( =EP . Utiliser les probabilités totales. 

b) 82,0)( ≈APE . Utiliser la formule de Bayes. 

c) )085,0;100(BcN  donc 5,8)( =NE  et 7775,7)( =NV . 

d) 5,8=λ  et 
5,8

!

)5,8(
)(

−≈= e
k

kNP
k

. 

e) 28338,0)( 1 ≈EP  et 89214,0)( 2 ≈EP . 

2) a)   )7,0(1 GcT  donc 
7

10
)( 1 =TE  et 

49

30
)( =XV . 

b) Utiliser les probabilités totales avec le système complet d’événements 11 )( ≥= jjT . 

c) Utiliser la somme d’une dérivée de série géométrique. 

d) 
7

20
)( 2 =TE . Utiliser la somme d’une dérivée de série géométrique. 

3) a)   kkkLP )3,0(7,0)7,0(3,0)( 1 +==   

      En effet )...()...()( 11111 ++ ∩∩∪∩∩== kkkk ABBBAAkL . 

b) Utiliser les somme de séries géométriques. 

c) 
21

58
)( 1 =LE . Utiliser les sommes de dérivées de séries géométriques. 

d) jkjkjLkLP )7,0()3,0()3,0()7,0()]()[( 11

21

++ +==∩= .  

En effet, l’événement )()( 21 jLkL =∩=  est réalisé si l’on a soit d’abord k 

fois A, puis j fois B, puis A, soit d’abord k fois B, puis j fois A, puis B. 

e) 1212

2 )7,0()3,0()3,0()7,0()( −− +== jjjLP .  

Utiliser l’expression d’une loi marginale en fonction de la loi conjointe. 

f) 2)( 2 =LE . Utiliser les sommes de dérivées de séries géométriques. 

Exercice 4 (d’après ISC 1996 voie S) 

Méthode 1 

1) 








+10

10

N
X Gc  donc 

10
1)(

N
XE +=  et 

100

)10(
)(

+
=

NN
XV . 

2) a)   
10

1
N

En +=  et 
n

NN
Vn

100

)10( +
=  (par indépendance). 

b) 
2

)(
ε

≤ε≥− n

nn

V
EZP . Donc 0)(lim =ε≥−

+∞→
nn

n
EZP . 

3) 50=N . 
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Méthode 2 

1) 








N
NYN

10
,10,Hc  donc TP 10,0)( =ΩY  et 



















−

−









==

10

10

1010

)(
N

k

N

k
kYP N . 

2) 180 ≥⇔≠ NaN  et 
!)!18(

])!10[(
4050

2

NN

N
aN

−

−
×=  

3) Suite croissante jusqu’à 50 puis décroissante. 

4) Le maximum est obtenu pour 50=N . 

Exercice 5 (d’après EM Lyon 1995 voie E) 

1) 
3

1
)( =AP  et 

3

2
)( =BP , donc )()( APBP > . 

Utiliser les probabilités totales en introduisant G « il tire le numéro gagnant" 

2) a)   








n

p
pnX ,,Hc  donc TP pX ,0)( =Ω  et 



















−

−









==

p

n

kp

pn

k

p

kXP )( . 

       

Puis utiliser 1)(
0

==∑
=

p

k

kXP  pour montrer l’égalité. 

b) 
n

p
XE

2

)( =  en utilisant l’égalité du a). Puis utiliser la définition de )(XE . 

c) 








 −










−

+−







 −

===

p

pn

jp

kpn

j

kp

jZP kX
2

3

)()(
 si TP kpj −∈ ,0  et 0)()( === jZP kX  sinon.  

Même raisonnement qu’au 2) a) avec )2( pn −  numéros, dont )( kp −  gagnants 

et )3( kpn +−  perdants. L’égalité est conséquence de 1)(
0

)( ==∑
−

=

=

kp

j

kX jZP .  

d) Utiliser l’expression de la loi marginale de Z à partir de la loi conditionnelle. 

e) )()( XEZE > , donc, en moyenne, la stratégie B est meilleure. 

Exercice 6 (d’après HEC 2003 voie E)  

 Partie A 

1) IabaAA )(2 222 −=− . 

2) 








−

−

−
=−

ab

ba

ab
A

22

1 1
. 

3) Si , la matrice A n’est pas inversible. 

4) Montrer que les matrices IbaA )( +−  et IbaA )( −−  ne sont pas inversibles. 

Partie B 

1) Utiliser les probabilités totales avec le système complet d’événements 1)( ≥= kkX  

et l’indépendance de X et Y. 
p

EP
−

=
2

2
)(  car E  est l’événement contraire. 

2) YXS +=  et YXD −= . Donc 0),cov( =DS . 

3) S et D ne sont pas indépendantes car )0()2()]0()2[( ==≠=∩= DPSPDSP . 

ba =
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4) Utiliser les probabilités totales avec le système complet d’événements 1)( ≥= kkX  

et l’indépendance de X et Y. 

5) Etudier le sens de variations de la suite de terme général )( nSPun ==  et en 

déduire la valeur de n où elle atteint son maximum. 

Exercice 7 (d’après CCIP 2004) 

1) Evident car *)( �⊂ΩX . 

2) Décomposer l’événement )( kX ≥  en deux événements incompatibles.  

3) Faire apparaître une somme télescopique. 

4) Minorer k dans la somme. 

5) 0)1(lim =+≥
+∞→

nXnP
n

 car le majorant est le reste d’une série convergente. 

6) Utiliser le 3) . 

7) La série à termes positifs ( )∑ = )( kXkP  est majorée par une série convergente. 

Exercice 8 (d’après EDHEC 2004 voie S) 

1) a)   Utiliser l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour λ=ε . 

b) Remarquer que )()2( λ≥λ−⊂λ≥ XX . 

2) a)   Expliciter )( kXP =  pour justifier la convergence. 

b) )1()( −λ= t

X etG . 

c) Minorer )(tGX  par la somme correspondant à ak ≥ . 

d) Le minimum est 
4

)2(
e

g = . 

e) Montrer que )2( λ≥XP  est un minorant de { }1/)]([ ≥λ ttg . 

f) Cette inégalité est toujours meilleure. Utiliser les variations de 

x
e

xx 








4
a . 

Exercice 9 (d’après EDHEC 2006 voie S) 

Partie A : Etude de la variable  

1) { }1,0)(1 =ΩX  et 
2

1
)1()0( 11 ==== XPXP . 

2) { }2,1,0)(2 =ΩX  et 
12

5
)0( 2 ==XP , 

4

1
)1( 2 ==XP , 

3

1
)2( 2 ==XP . 

Utiliser les probabilités totales avec le système d’événements 101 )( ≤≤= kkX . 

3) Dans l’hérédité, utiliser : 11 +=+ nn XX  ou 01 =+nX . 

4) a)   Remarquer que, si 1≥k , )1()( 1 −=⊂= − kXkX nn , et en déduire la probabilité 

de )()1( 1 kXkX nn =∩−=− .  

b) Récurrence sur k. 

c) Changement de variable : knj −= . 

d) 10 =u , 
2

1
1 =u , 

12

5
2 =u  et 

8

3
3 =u . 

5) a)   Sommer l’égalité de 1 à n et faire un changement de variable pour avoir )( 1−nXE . 

b) ∑
=

=
n

k

kn uXE
1

)( . Sommer de 1 à n l’égalité précédente. 

c) 1
1

0

=
−

∑
−

=

n

j

j

jn

u
. Puis utiliser le 4) c) pour exprimer nu  en fonction de 0u , ..., 1−nu . 

d) Récurrence forte. Série minorée par une série divergente, donc +∞=
+∞→

)(lim n
n

XE . 

nX
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Partie B : Etude du premier retour à l’origine 

1) a)  )0()1(...)1()( 11 =∩−=∩∩=== − kk XkXXkT  si 2≥k  et )0()1( 1 === XT . 

b) Utiliser la formule des probabilités composées. 

c) ∑
+∞

=

=−==
1

)(1)0(
k

kTPTP . Il est quasi-certain que le mobile reviendra en O. 

2) T n’a pas d’espérance. Série divergente. 

Partie C : Informatique 

1) For i := 1 to k do s :=  s + u[i −1] / (k − i + 2) ; 

E := E + u[k] ; 

2) hasard := random(T + 1) ; 

Until hasard = 0 ; 

Exercice 10 (d’après ESSEC 2005 voie E)  

Partie A : Etude d’une suite de variables aléatoires 
1)  

 

 

 

 

 

 

2) )1(
1

)0()0( 1 =
−

+===+ nnn XP
N

N
XPXP . 

)1(
1

)1(
1

)( 1 +=
−−

+−=
−

==+ kXP
N

kN
kXP

N

k
kXP nnn

 si 11 −≤≤ Nk . 

)()1(
1

)( 1 NXPNXP
N

N
NXP nnn =+−=

−
==+  

3) 















































=

−

−

−

−

100

000

00

0

00

000

001

1

2

1

1

2

1

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

M

LLLL

M

OOM

MOOOOOM

MOOOOM

MOO

M

LLLL

. Récurrence. 

Partie B : Etude d’un cas particulier 

1) 



















=

3200

0010

0100

0023

3

1
M  et 









−= 1,
3

1
,

3

1
)Sp(M . 

 Nk  

NkN )( −

NN /)1( −  Nk /)1( −  

NN /)1( −  NkN /)1( −−

1 0      1   …    k – 1       k       k + 1    …   N – 1     N 1 
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2) 31−E  et 31E  sont les droites de base 



















−

−

1

2

2

1

 et 



















−

−

1

1

1

1

, 1E  le plan de base 



















0

0

0

1

 et 



















1

0

0

0

.  

Donc 



















−
=

1000

03100

00310

0001

D . 

3) Récurrence. Calculer nD  et en déduire nM  puis nU . 

nn

nXP 







−−








−==

3

1

4

1

3

1

2

1

4

3
)0(  

nn

nXP 







−+








==

3

1

2

1

3

1

2

1
)1(  

nn

nXP 







−−








==

3

1

2

1

3

1

2

1
)2(   

nn

nXP 







−+








−==

3

1

4

1

3

1

2

1

4

1
)3(   

 

4) 
4

3
)0(lim ==

+∞→
n

n
XP     0)2(lim)1(lim ====

+∞→+∞→
n

n
n

n
XPXP     

4

1
)3(lim ==

+∞→
n

n
XP  

Partie C : Etude de l’arrêt du mobile 

1) 00 =p , 1=Np , 10 =q  et 0=Nq . 

2) a)   Utiliser les probabilités totales pour la probabilité conditionnelle )( 0 kXP =  avec le système 

complet d’événements NjjX ≤≤= 01 )(  

b) )( 11 −+ −
−

=− kkkk pp
k

kN
pp . 

c) Récurrence sur k.  

d) 
11

2

1
−

=
N

p  

3) Symétrie entre les deux extrémités. Montrer que : 1,0 =+∈∀ kk qpNk TP . 

Exercice 11 (d’après ESSEC 2002 voie E)  

1) a)   Primitive du polynôme P qui s’annule en 1, donc factorisable par )1( −x . 

b) Φ  est un automorphisme de ][Xp� . 

Utiliser la linéarité de l’intégrale et ')1()( QXQPPQ −+=⇔Φ= . 

c) ∑
=+

=Φ
k

j

jk e
k

e
01

1
)( . Donc 



































+

+

+

=Φ

1

1
00

1

1

0

2

1
0

1

1

2

1
1

p

p

p

M

LL

OOM

MOOM

MO

LL

 

d) Φ  est diagonalisable  et 








≤≤
+

=








+
=Φ pk

kp
0/

1

1

1

1
,...,

2

1
,1)Sp( . 

2) a)   Les fonctions propres associés à 1=λ  sont les polynômes constants non nuls. 
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b) Ecrire PP λ=Φ )( . Si 
1

1

+
=λ

k
, l’ordre de multiplicité est k. 

c) k

k xxPxpk )1()(,0 −=∈∀∈∀ �TP . 

d) ∑
=

=
p

k

kk PaP
0

 avec )1(
!

1
,0 )(k

k P
k

apk =∈∀ TP . Utiliser la formule de Taylor. 

e) k

p

k
n

k

n P
k

a
∑

= +
=Φ

0 )1(
. Et )1()(lim Pxx n

n
=Φ∈∀

+∞→
� . 

3) a)   )(
1

1
)(,0 1 jXP

j
kXPpk n

p

kj

n =
+

==∈∀ ∑
=

+TP . Utiliser les probabilités totales. 

b) Φ= MM . 

c) )10(
2

1
)10( pMp LL = . Donc )(

2

1
)( 1 nn XEXE =+ . 

Donc 
nn

p
XE

2
)( =  et 0)(lim =

+∞→
n

n
XE . 

d) 



















=

1

0

0

M
n

n MU  par récurrence. Utiliser 2) e) car c’est la matrice de )( p

n
eΦ . 

Il est quasi-certain que le mobile arrivera en 0 et y restera. 

Exercice 12 (d’après Ecricome 2005 voie E) 

1) a)   Le discriminant est strictement positif. 

b) qrr =+ 21  et pqrr −=21 . 

c) 2)1( pf =      21)1( qf +=−      pqf −=)0( . 

d) Utiliser le signe du trinôme pour montrer 101 21 <<<<− rr . 

2) a)   2

1 pa =      qpa 2

2 =      qpa 2

3 = . 

b) 12 )( ++ = nnF aAP  et nnF
qaAP =+ )( 2 . Etudier la série de tirages à partir du ème2 . 

c) Utiliser la formule des probabilités totales. 

d) Récurrence linéaire d’ordre 2. 

3) a)   







=

01

pqq
M . 

b) 1−= PDPM  avec 







=

2

1

0

0

r

r
D  et 








=

11

21 rr
P . 

c) 










−−

−−

−
==

−−

++
−

)(

)(1
1

2

1

12112

2121

1

1

1

2

12

1

nnnn

nnnn

nn

rrrrrr

rrrrrr

rr
PPDM  et 0XMX n

n = . 

4) a)   PP +∞=Ω ,2)(T  et )()(2
1

1

1

2

12

2

1

−−
− −

−
===≥∀ nn

n rr
rr

p
anTPn . 

b) Sommes de séries géométriques convergentes. 

c) 
2

1
)(

p

p
TE

+
= . Sommes de dérivées de séries géométriques convergentes. 

d) 
4

32
31061

)(
p

ppp
TV

+−+
= . Commencer par calculer )]1([ −TTE  en utilisant 

des sommes de dérivées de séries géométriques convergentes. 
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Exercice 13 (d’après EDHEC 1998 voie S) 

1) a)   
4

1
)2( ==XP . 

b) 
11 2

1
)(

−
==

kP kXP . Etudier la série de lancers à partir du ème2 . 

c) )1()(
1

−=== kXPkXPF . Etudier la série de lancers à partir du ème2 . 

d) Utiliser la formule des probabilités totales. 

e) 1−= kuk  et 
k

k
kXP

2

1
)(

−
== . La suite )( ku  est arithmétique. 

f) 0)0( ==XP . Utiliser 1)()0(
2

==+= ∑
+∞

=k

kXPXP . 

g) 4)( =XE . Somme de dérivée de série géométrique convergente. 

2) a)   
4

1
)2( ==YP  et 

8

1
)3( ==YP . 

b) Leur réunion est Ω  et ils sont deux à deux incompatibles. 

c) Utiliser la formule des probabilités totales. 

d) 























 −
−









 +
==

−− 11

4

51

4

51

52

1
)(

kk

kYP . Récurrence linéaire d’ordre 2. 

e) 0)0( ==YP . Utiliser 1)()0(
2

==+= ∑
+∞

=k

kYPYP . 

f) 6)( =YE . Sommes de dérivées de séries géométriques convergentes. 

Exercice 14 (d’après ESCP 1997 voie E) 

1) a)   )1( aX −Gc . Temps d’attente du premier succès. 

b) 
a

XE
−

=
1

1
)(  et 

2)1(
)(

a

a
XV

−
= . 

c) 1)( −=≥ kakXP . Utiliser ∑
+∞

=

==≥
kj

jXPkXP )()(  ou ∑
−

=

=−=≥
1

1

)(1)(
k

j

jXPkXP . 

2) Dans les résultats précédents, remplacer a par b. 

3) 
ab

a
XYP

−

−
=≥

1

1
)( . Utiliser les probabilités totales avec le système 1)( ≥= kkX . 

4) 1)()( −=≥ kabkMP . Exprimer )( kM ≥  en fonction de )( kX ≥  et )( kY ≥ . 

En déduire que )1( abM −Gc . 

5) kkk abbakUP )(1)( +−−=≤ . Exprimer )( kU ≤  en fonction de )( kX ≤  et )( kY ≤ . 

)1()()1()1()( 111 ababbbaakUP kkk −−−+−== −−− . 

6) a)  










=−−

≠
−

−−−

==≥∀
−

−−

baaak

ba
ab

abba

kSPk
k

kk

  si  )1()1(

  si  
))(1)(1(

)(2
22

11

. Utiliser la formule des 

 probabilités totales avec le système 1)( ≥= jjX . 

b) Si ba ≠  : 










≥

−≤
−

−

==≥∀
−−

−−−

=

jk

jk
ab

abba

kYPk
jj

kkj

jS

  si  0

1  si  
)(

)(2
11

11

)( . 
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Si ba =  : 










≥

−≤
−

==≥∀ =

jk

jk
j

kYPk jS

  si  0

1  si  
1

1

)(2 )( . 

7) a)   �=Ω)(V . 

b) 
ab

ba
VP

−

−−
==

1

)1)(1(
)0(  et )1)(1()()]0()[( 1 baabVkMP k −−==∩= − . 

c) ))(1)(1()()]()[( 1 jjk babaabjVkMP +−−==∩= −  si 1≥k  et 1≥j . 

d) 
ab

baba
jVPj

jj

−

+−−
==≥∀

1

))(1)(1(
)(1  et 

ab

ba
VP

−

−−
==

1

)1)(1(
)0( . 

e) Les variables aléatoires M et V sont indépendantes. Pour tous les *�∈k  et 

�∈j , comparer )]()[( jVkMP =∩=  avec )()( jVPkMP =×= . 

Exercice 15 (d’après EDHEC 2007 voie S) 

Partie A 

1) 
2

1
)1( ==XP . Utiliser les probabilités totales avec le système complet ),( UU . 

2) kk BBBkX ∩∩∩== −11 ...)( . Puis utiliser les probabilités totales avec ),( UU . 

Donc : 


















 −
+







−
==≥∀

−− 11
1111

2

1
)(1

kk

n

n

nnn

n
kXPk . 

3) 
)1(2

)(
2

−
=

n

n
XE . Sommes de dérivées de séries géométriques convergentes. 

4) 
2

22

)1(4

)10103(
)(

−

+−
=

n

nnn
XV . Sommes de dérivées de séries géométriques convergentes. 

5) Symétrie des boules noires et blanches entre U et V. 

6) Else Repeat x := x + 1 ; tirage := random(n) ; Until (tirage = n - 1) ; 

Partie B 

1) 
2

1
)1( ==XP . 

2) 
1

1

2

1
)(2

−








−
==≥∀

k

n

n
kXPk . La formule n’est pas vraie pour 1=k . 

Utiliser la formule des probabilités composées. 

3) 
)1(2

23
)(

−

−
=

n

n
XE . Somme de dérivée de série géométrique convergente. 

4) Reprendre pour Y le raisonnement du 1) et du 2). 

5) Les 6 premières lignes sont inchangées. Ensuite, initialiser x à 1 et affecter 

random(n) à tirage. La condition devient : 

 If ((hasard = 1) and (tirage = 0)) or ((hasard = 0) and (tirage <> 0)) Then ... 

L’intérieur de la boucle ne change pas, mais la condition d’arrêt est : tirage <> 0. 

Ensuite, afficher la valeur de x. (Il n’y a pas Else ...). 

Partie C 

1) 
2

1
)1( ==XP . 

2) 


















 −
+







−
==≥∀

−− 11
1111

2

1
)(1

kk

n

n

nnn

n
kXPk . Même raisonnement que dans A car 

on reste toujours dans l’urne U. 
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3) Voir A - 3). 

4) kk BBBkY 2121 ...)2( ∩∩∩== − . Utiliser la formule des probabilités composées.  

A chaque tirage, on change d’urne. 

5) 1221 ...)12( +∩∩∩=+= kk BBBkY . Même raisonnement. 

6) 
22

22

)1(

)22(
lim

+−

+−
=

+∞→ nn

nnn
Sm

m
 et 

22

22

)1(2

)1(
lim

+−

−+
=

+∞→ nn

nnn
Tm

m
. Et )(lim)( mm

m
TSYE +=

+∞→
. 

Exprimer les sommes partielles de ( )∑ = )( jYjP  aux rangs pairs et impairs. 

7) )()( YEXE =  si 2=n . Et )()( YEXE >  si 3≥n . 

Exercice 16 (d’après HEC 2000 voie E) 

Partie A 

1) a)   Utiliser l’inégalité de la moyenne en remarquant : ∫
+

=−+
1

ln)1ln(

k

k
x

dx
kk . 

b) Sommer l’inégalité précédente de 1 à n et de 1 à 1−n . 

c) nun ln~ . Attention : nn ~1+  ne prouve pas nn ln~)1ln( + . 

2) a)   Calculer le second membre et minorer. 

b) Sommer l’inégalité précédente de 2 à n et majorer. 

c) nwu nn ln~−  car )( nn uow = . 

Partie B 

1) 1X  est la variable certaine égale à 1. 

2) )2(2 UcX , donc 
2

3
)( 2 =XE  et 

4

1
)( 2 =XV . 

3) a)   )(nI n Uc . 

b) 1)()1( === jXP n
n

I  si 1=j  et 0)()1( === jXP n
n

I  si 2≥j . 

c) Si kI n = , le deuxième tirage s’effectue parmi les numéros de 1 à 1−k , et le 

nombre de tirages nécessaires ensuite est donc 1−kX , donc 11 −+= kn XX . 

4) a)   0)2( 3
3

)1( === XP I      1)2( 3
3

)2( === XP I      
2

1
)2( 3

3
)3( === XP I

. 

b) 
3

1
)1( 3 ==XP     

2

1
)2( 3 ==XP     

6

1
)3( 3 ==XP     

6

11
)( 3 =XE     

36

17
)( 3 =XV  

Utiliser la formule des probabilités totales pour calculer )2( 3 =XP . 

5) a)   On tire au plus n boules. 

b) 
n

XP n

1
)1( ==  et 

!

1
)(

n
nXP n ==  (il faut tirer les numéros par ordre décroissant).  

c) Utiliser les probabilités totales avec le système complet d’événements nkn kI ≤≤= 1)( . 

d) )1()()1()( 11 −===−−= −− jXPjXPnjXnP nnn . 

e) Egalité à vérifier pour 1=j . 

6) a)   Calculer ∑
=

=
n

j

n jXjP
1

)(  en utilisant l’égalité précédente. Attention aux bornes.  

b) ∑
=

=
n

k

n
k

XE
1

1
)( , donc nXE n ln~)( . Sommer )()( 1−− kk XEXE . 

c) 
n

XE
n

XEXE nnn

1
)(

2
)()( 1

2

1

2 ++= −− . 

d) nXV n ln~)( . Sommer )()( 1−− kk XVXV . 

7) a)   La loi )1(B  est la loi certaine égale à 1. 
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b) nnn TSS += −1  (somme de variables indépendantes) et { }1,0)( =ΩnT . 

c) Récurrence. Dans l’hérédité, séparer les cas nj ≤  et 1+= nj . 

d) Calculer )( nSE  et )( nSV . 

Partie C 

1) 1Y  est la variable certaine égale à 1. 

2) { }3,1)(2 =ΩY      
2

1
)3()1( 22 ==== YPYP . 

3) a)   Si kI n = , le deuxième tirage s’effectue parmi les numéros de 1 à 1−k , et 

 donc 1−+= kn YkY . On pourra compléter par le calcul de )()1( jYP n
n

I == . 

b) Utiliser les probabilités totales avec le système complet d’événements 

nkn kI ≤≤= 1)( , en séparant les cas 2≥j  et 1=j . 

c) nYE n =)( . Déterminer )(ΩnY , puis calculer ∑
Ω∈

=
)(

)(

n

n

Yj

jYjP  en utilisant 

l’égalité précédente. Attention aux bornes. 

Partie D 

1) 








n
Z n

n

1)( Bc . 

2) )(

1

nZ  est la variable certaine égale à 1. 

3) Utiliser les probabilités totales avec le système complet d’événements nkn kI ≤≤= 1)( . 

4) Récurrence forte. Dans l’hérédité, séparer les cas ni ≤  et 1+= ni . 

5)  

6) 
n

n

i

n

i XZ =∑
=1

)(  . Donc ∑
=

=
n

i

n

in ZEXE
1

)( )()( . 

7)  Remarquer que ∑
=

=
n

i

n

in iZY
1

)( . 

Partie E 

 n est le nombre de boules dans l’urne au départ, a est le nombre de tirages, donc nX , 

 alea est le numéro tiré et b est la somme des numéros tirés donc nY . 

 Donc dans les conditions du 1), on obtient 5=a  et 23=b . 

Exercice 17 (d’après Ecricome 2004 voie S) 

Partie I – Etude d’une variable discrète d’univers image fini 

A – Préliminaire  

1) 
2

1
1 =a  et 

)1(2

121

+

+
=+

nn

n

a

a

n

n  si 1≥n . 

2) Raisonner par récurrence. 

3) Suite croissante majorée par 
2

1
 (donc minorée par 1a ). 

B – Etude de cas particuliers  

1) 1R  est la variable certaine égale à 0 et 
2

1
)1()0( 22 ==== RPRP . 

4

1
)0( 3 ==RP      

8

3
)1( 3 ==RP      

8

3
)2( 3 ==RP . 

On pourra introduire l’événement kA  « on choisit l’urne A la k-ème fois » . 
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2) 0)()( 11 == RVRE      
2

1
)( 2 =RE  et 

4

1
)( 2 =RV      

8

9
)( 3 =RE  et 

64

39
)( 3 =RV . 

3) TP 1,0)( −=Ω nRn . 

4) a)   La probabilité est 

kn

k

kn
+−
















 +−
1

2

11
car on choisit k fois B et 1−n  fois A. 

b)   






 +−
==

+− k

kn
kRP

knn

1

2

1
)(

1
. Utiliser la symétrie entre A et B. 

5) Utiliser l’expression avec les factorielles. 

6) Sommer de 0 à 2−n  et effectuer un changement d’indice. 

7) 
π

−
n

REn n

2
~)( . Utiliser la partie A : 

π

1
~na . 

8) Sommer )1()1(2 2 +=+ kRPk n  de 0 à 2−n  et effectuer un changement d’indice. 

9) )1()]([)()12()( 2 −−−+= nnREREnRV nnn . 

10) En utilisant la partie A, remarquer que si )( nn REnu −= , alors : 1
22

12
−

−

−
= nn u

n

n
u . 

Demander à l’utilisateur un entier n et lire cette valeur. Initialiser la variable u à 1, 

puis, dans une boucle de k := 2 à 2−n , calculer u
k

k

22

12

−

−
. Afficher la valeur de un − .  

C – Retour au cas général  

1) Les événements AE  et BE  « à la fin de l’expérience l’urne A (resp. B) est pleine » 

sont contraires. Calculer leur probabilité en utilisant les nombres AN  et BN  de 

boules contenues dans A et dans B à la fin de l’expérience. 

2) a)   Suite croissante majorée par 
np

1
 d’après (1). 

b) 
!

~
1

1

k

m

m

km k










−

+−
 (équivalent d’un polynôme). 

c) et d)  0
1

1
lim

1

0

=








−

+−
∑

−

=
+∞→

n

k

km

m m

km
pq  donc 

nm
m p

u
1

lim =
+∞→

. 

Partie II – Etude d’une variable discrète d’univers image infini 

1) �=Ω)(nT . 

2) kn

n qp
n

kn
kTP 









−

−+
==

1

1
)( . 

3) Utiliser la suite )( mu . 

4) �=Ω)(jZ  et pqkZP
k

j == )(  (utiliser la loi de 1+jZ ). 
p

q
ZE j =)(  et 

2
)(

p

q
ZV j = . 

5) et 6)   ∑
=

=
n

j

jn ZT
1

 donc 
p

nq
TE n =)( . 

Exercice 18 (d’après Ecricome 2009 voie S) 

 Partie A 

1) TP 1,1)( +=Ω bY . 

2) 
kNkb

kab
kYP

)!1(

)1(!
)(

+−

−+
== . Introduire les événements kB  « on obtient une boule 

blanche au k-ème tirage » et utiliser la formule des probabilités composées. 

3) Réduire au même dénominateur le second membre. 
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4) Faire apparaître une somme télescopique. 

5) Remarquer que )( kYP =  est de la forme kk aa −−1 . 

 Partie B 

1) 
n

n

n
N

a
p =0,  (tirages avec remise) et 










>

≤
−

=

bn

bn
Nnb

b

p
n

nn

  si  0

  si  
)!(

!

,  (tirages sans remise). 

1
0

, =∑
=

n

k

knp  (système complet d’événements). 

2) Utiliser les probabilités totales en considérant la couleur de la n-ème boule tirée. 

3) a)   ∑
=

=
n

k

knn kpXE
0

,)( , donc utiliser le 2) en faisant apparaître une somme de la  

 forme du A - 4). 

b) Développer la somme. 

c) 



















−−=

n

n
N

bXE
1

11)( . Suite arithmético-géométrique. 

4) a)   Utiliser le système complet d’événements nkn kX ≤≤= 0)( . 

b) 
n

n
NN

b
q 








−=+

1
11 . 

5) a)   Séparer nNu  en deux sommes avec le B - 2) et faire un changement d’indice. 

 Attention aux bornes des sommes. 

b) Séparer nNu  en deux sommes et remplacer )( 1−nXE  par son expression. 

c) Raisonner par récurrence. 

d) 



















−−








−+








−−=

nnn

n
N

b
NN

bbXV

2
1

1
1

1
2

1)1()(  et 0)(lim =
+∞→

n
n

XV . 

Exercice 19 (d’après HEC 2005 voie E) 

Partie I : Tirages avec remise  

1) 








n
Y

1
Gc , donc nYE =)(  et )1()( −= nnYV . 

2) a)   

k

kUP 







==

2

1
)(  et 0)( =EP  si E « on n’obtient jamais la blanche n°1 ». 

b) 
k

kU
j

k
jZP 
















===

2

1
)()(  si kj ≤  et 0)()( === jZP kU  si kj > . 

c) Utiliser la formule des probabilités totales. 

d) 
9

4
)1( ==ZP  et 

3

1
)0( ==ZP . Sommes de séries géométriques et dérivées. 

e) Séparer en deux sommes avec la formule de Pascal et changer d’indice. 

f) 
1

3

1

9

4
)(*

−









==∈∀

i

iZPi �  et 
3

1
)0( ==ZP . 

g) 1)( =ZE . Somme de série géométrique. 
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Partie II : Tirages sans remise  

A – Etude de cas particuliers  

1) 1X  est la variable certaine égale à 1. 

2) { }2,0)(2 =ΩX  et 
2

1
)2()0( 22 ==== XPXP . 

B – Etude du cas général  

1) Il y a 2)!(n  suites de tirages possibles et TP nX n ,0)( =Ω  mais 0)1( =−= nXP n . 

2) a)   
2

0

)!(),( njna
n

j

=∑
=

 (Système complet d’événements associé à nX ). 

b) !),( nnna =  et 0)1,( =−nna . 

3) a)   Pour calculer ),( jna , on choisit successivement les places des tirages des j 

 paires, les numéros de ces j paires, puis les )( jn −  autres tirages sans paire. 

b) ∑
−

=








−=

1

0

2

!

)0,(
!)!()0,(

n

j j

ja

j

n
nnna  si 1≥n . Faire le changement d’indice jnk −=  et 

utiliser a).  

c) 







−=
















− +

−

=

∑
i

k

j

k

i

j
k

k

ij

j 1
1

)1()1( . Utiliser 0)1(
0

=







−∑

=

n

i

i

i

n
 (Binôme). 

4) Raisonner par récurrence forte. 

5) ∑
−

=

−
==∈∀

kn

j

j

n
jk

kXPnk
0 !

)1(

!

1
)(,0 TP . 

6) 0)()(* 1 =−∈∀ −nn XEXEn � , donc 1)(* =∈∀ nXEn � . 

Partie III : Tirages mixtes  










n
nX n

1
,Bc , donc 1)( =nXE  et 

n
XV n

1
1)( −= . 

Exercice 20 

Partie A 

 Ecrire ∑
+=

==>
N

kj

jYPkYP
1

)()( , et dans les deux questions, calculer le second membre 

 en intervertissant les ∑  dans les doubles sommes. 

Partie B 

1) 
2

1
)( 1

+
=

N
UE  et 

12

1
)(

2

1

−
=

N
UV . 

2) a)   I
k

j

jn kUkT
1

)()(
=

≤=≤  et utiliser l’indépendance. 

b) 
nn

n
N

k

N

k
kTPNk 







 −
−








==∈∀

1
)(,1 TP . 

3) a)   0)(lim =
+∞→

Nd n
n

. Somme d’un nombre fini de termes de limite nulle. 

b) )()( NdNTE nn −= , donc NTE n
n

=
+∞→

)(lim . 

c) 0)(lim =
+∞→

n
n

TV . Pour l’égalité, utiliser le A - 2). 

d) Un polynôme est équivalent à son terme de plus haut degré en ∞+ . Pour 

)( nTV , chercher la limite de 
)(

)(

Nd

TV

n

n  (Attention à l’équivalent d’une somme !). 
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4) 
nn

n
N

kN

N

kN
kZPNk 







 −
−







 +−
==∈∀

1
)(,1 TP .  

1)()( += NdZE nn  et )()( nn TVZV = . Utiliser I
k

j

jn kUkZ
1

)()(
=

>=> . 

Partie C 

1) a)   Pour calculer ),( lknϕ , utiliser Il
n

j

jnn kUlZkT
1

)()()(
=

≤<=>∩≤ . 

b) Dans ),( lknϕ , écrire )()1()( kTkTkT nnn =∪−≤=≤ . Même chose pour nZ . 

c) 















>






 −
−







 +−
+







 −−

=








<

==∩=

l
lll

l

l

l

k
N

k

N

k

N

k

k
N

k

ZkTP

nnn

n

nn

  si  2
11

  si  
1

  si  0

)]()[(  

2) a)   Séparer en plusieurs sommes et changer d’indice pour les comparer. 

b) ∑∑
= =

=∩==
N

k

N

nnnn ZkTPkZTE
1 1

)]()[()(
l

ll . Utiliser le a), et faire très attention 

aux bornes ! 

c) 0lim =ρ
+∞→

n
n

. Remarquer que )()()( nnn TVZT =σσ , puisque )()( nn TVZV = . 

3) a)   















>
−−

−−+−+−−

=
−−

<

===

l
lll

l

l

l

k
kk

kkk

k
kk

k

ZP

nn

nnn

nnnkTn

  si  
)1(

)(2)1()1(

  si  
)1(

1

  si  0

)()(  

b) 
nn

n

n

n

kk

k

kT
Z

E
)1( −−

=







=
. Pour le calcul, séparer 2≥k  et 1=k . 

Exercice 21 (d’après ESSEC 2009 voie E) 

1) a)   PP +∞=Ω ,)( sX . 

b) 
nns AAAnX ∩∩∩== −1...)(  si 1+≥ sn , et 

sAsX == )( . 

c) snppnXPsn −−==≥∀ )1()( . 

d) )( pY Gc . 

e) 1
1

)( −+= s
p

XE . Utiliser )(YE . 

2) a)   Montrer que ∑
=

=
N

n

nZnP
0

)(  a une limite réelle quand N tend vers ∞+  en séparant 

 sdn −≤  et sdn −> . 

b) ∑∑∑
+∞

=

+∞

==

=−=+=−==
dkdk

d

sk

s kXPdkXkPkXPkdZED )()()()()( . 

c) Utiliser la loi de X et son espérance, ainsi que la dérivée ∑
=

−
n

j

j
jx

0

1
 de ∑

=

n

j

j
x

0

. 

3) a)   1)1(21 −−=− −
+

sd

ss pDD . En déduire le sens de variations de la suite )( sD . 
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b) Si 
2

1
≥p , alors 0

)1ln(

2ln
1 <

−
≤−

p
. 

4) On doit commencer à chercher 6 numéros avant l’arrivée car 60 −= ds . 

Exercice 22 (d’après HEC 85 voie S) 

Partie A 

1) Utiliser l’inégalité de la moyenne sur ],0[ x  pour la fonction 
t

t
+1

1
a . 

2) )( nu  est décroissante et )( nv  est croissante. 

3) Montrer que les suites )( nu  et )( nv  sont adjacentes. 

Partie B 

1) a)   
n

EP k

1
)( =  et 

1

1
)( ,

−

−
=

k

s
FP sk

, donc 
)1(

1
)( ,

−

−
=∩

kn

s
FEP skk

. 

b) )(spn  est la probabilité de U
n

sk

skk FE
=

∩ )( ,
 (événements incompatibles). 

c) 0)(lim =
+∞→

spn
n

. Utiliser la suite )( nu . 

2) a)   La probabilité est 
n

s 1−
 (le meilleur candidat est dans l’échantillon). 

b) L’événement considéré est )( ,sjj FE ∩  car les )1( −j  premiers sont moins 

bons que ceux de l’échantillon et le j
ème

 est meilleur que ceux de l’échantillon. 

c) 
)1(

1
)(1,

−

−
==−∈∀

jj

s
jXPnsj TP  et 

1

1
)(

−

−
==

n

s
nXP . 

d) Utiliser 
jjjj

1

1

1

)1(

1
−

−
=

−
. 

e) 







+−= ∑

−

−=

1

1

1
1)1()(

n

sj j
sXE . 

Partie C 

1) a)   







−=−+ ∑

−

=

1
11

)()1(
1n

sj

nn
jn

spsp . 

b) Comparer ∑
−

=

=
1 1n

sj

s
j

w  avec 1 en étudiant le sens de variations de la suite )( sw . 

c) 365 == ss . Dans le programme, demander à l’utilisateur une valeur de n, lire 

cette valeur, initialiser s à 1 et w à 0, puis dans une boucle de 1:=j  à )1( −n  

calculer 
j

ww
1

: += , puis répéter 1: += ss  et 
1

1
:

−
−=

s
ww  jusqu’à ce que 1<w . 

Afficher la valeur de s. On trouve 37 =s , 48 =s , ... 

d) Comparer ∑
=

n

n
sj j

1
 avec 1 pour comparer ns  et 1+ns . 

2) a)   Pour la première, utiliser qk 2<  si TP 12,1 −+∈ qqk , et minorer ∑
+=

q

qk k

4

12

1
. 

b) Comparer )1(4 −ns  avec )1( −n  en Utilisant la 2ème inégalité pour nsq = . 

3) a)   Montrer que : 
1

1
1

1

1
1

−
+<

−
< ∑

= n

n

n
sk sk

 et utiliser 2) b). 
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b) 1)(
1

lim =
−+∞→

nn

n
n

sp
s

n
. 

c) Montrer que : 
21

1
ln)(

1
−− −=









−
−

− nsn

n

nn

n

vv
s

n
sp

s

n
. 

d) e
s

n

n
n

=
+∞→

lim   

e) Justifier que : 
n

s
sp n

nn

1
~)(

−
. 

Exercice 23 (d’après CCIP 1998 voie S) 

Partie A : Préliminaire 

1) ),cov(),cov( XYYX =  et )(),cov( XVXX = . 

2) ),cov(),cov( YXabbYaX = . 

3) Développer ),cov()( YXYXYXV +λ+λ=+λ . 

4) Le discriminant est négatif car 0)( ≥+λλ∀ YXV . 

5) Raisonner par récurrence. 

Partie B : Simulation informatique 

Pour entrer les valeurs de ],[ jiC , faire une double boucle et utiliser ],[],[ ijCjiC = . 

La fonction Variance est constituée de l’initialisation de V à 0, et d’une double boucle 

dans laquelle ],[*][*][: mrCmQrQVV +=  si r et m sont les indices variables. 

Il suffira ensuite d’afficher Variance(P).  

Partie C 

1) 486)( 2 +−= aaRV  est minimale si 
3

2
=a . Le portefeuille est 









3

1
,

3

2
. 

2) a)   3)( =XE , 2)( =XV , 4)( =YE  et 4)( =YV . 

b) 
35

3
)82( =≤+ YXP  et 

35

32
)3( 0 =≥RP . Utiliser les probabilités totales. 

3) Le portefeuille est 








2

1
,

2

1
, et )5(1)3( 60 FRP −=≥ . Justifier : )6(PcYX + . 

Partie D 

1) a)   Utiliser A - 4). 

b) Utiliser les propriétés de la variance et de la covariance. 

c) Le portefeuille est )1,0(  si ]6,3[∈c , et 








−

−

−

−

c

c

c

c

215

12
,

215

3
 si ]3,6[−∈c . Etudier 

les variations de 3)3(2)15( 2 +−+− acaca a  suivant les valeurs de c. 

2) a)   
4

1
)0( ==XP , 

4

3
)8( ==XP , 

4

3
)4( ==YP  et 

4

1
)8( ==YP . 

b) 6)( =XE , 12)( =XV , 5)( =YE , 3)( =YV  et 0),cov( =YX . 

c) et d)   Le portefeuille est 








5

4
,

5

1
 et 1)3( 0 =≥RP . 

Partie E 

1) yzxzxyzyxRV 882477)( 222 −−+++= . 

2) a)   Utiliser yxz −−= 1  avec 10 ≤≤ z . K est l’intérieur du triangle OAB où A et 

 B sont les points de coordonnées )0,1(  et )1,0( . 

b) 416191212)( 22 +−+−= aaaxxxha  est minimale pour 
2

a
x = . Utiliser yxa += . 
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c) 43264),( 2 +−= xxxxf  est minimale pour 
4

1
=x . Et 0

4

1
,

4

1
),( 00 =








= fyxf . 

d) Le portefeuille est 








2

1
,

4

1
,

4

1
. 

Partie F 

1) a)   { }2,1)Sp( −=B . Le sous-espace propre 1−E  est le plan de base 
















−1

0

1

 et 
















−1

1

0

, 

 et le sous-espace propre 2E  est la droite de base 
















1

1

1

. 

b) { }ccM 21,1)Sp( +−= , et les sous-espaces propres sont 11' −− = EE c  et 221' EE c =+ . 

Remarquer que IcBM += , donc 




 −λ
−=λ− I

c
BcIM

1
. 

c) Si 0=c , alors IM = . 

2) a)   cyzcxzcxyzyxRV 222)( 222 +++++= . 

b) Utiliser A - 4) pour ),( XZYX ++ . 

c) cEWU −∈− 1')( . Utiliser 1=++ zyx . 

d) Utiliser 





++−=−− )(

3

1
)()( ZYXRVWUMWUt . 

e) Si 1≠c , le portefeuille est 








3

1
,

3

1
,

3

1
. Si 1=c , la variance est constante. 

3) a)   
6

5
)( 0 =RV . Remarquer que les variables 

5

2
' XX = , 

5

2
' YY =  et 

5

2
' ZZ =

  vérifient les hypothèses précédentes avec 0=c . 

b) )11(1)4( 0 FRP −=≥ . Justifier 







++

2

1
,30BcZYX . 

Exercice 24 (d’après CCIP 1997) 

Partie A : Préliminaires 

1) ),(1 pNX Bc . 

2) La loi conditionnelle de 2X  sachant que kX =1  est 








N

k
N ,B . 

3) La loi conditionnelle de 1+nX  sachant que kX n =  est 








N

k
N ,B . 

jNj

nkX
N

k

N

k

j

N
jXP

n

−

+= 







−
















== 1)( 1)(

  pour tous k et j appartenant à TP N,0 . 

4) Si 0=a  ou Na = , nX  est la variable certaine égale à a.. 

Partie B : Simulation 

Après la lecture des valeurs de n, a et N (qui sera stocké dans une variable NE), 

initialiser X à a, faire une boucle de 1:=k  à n dans laquelle on initialisera p à NEX /  

et X à 0, et dans laquelle on inclura une boucle de 1:=i  à NE où 1: += XX  si 

p<random . Afficher la valeur de X pour chaque k et la valeur de NEX /  à la fin. 
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Partie C : Cas N = 3 

1) Utiliser la formule des probabilités totales avec le système 30)( ≤≤= kn kX . 

2) a)   SSM = . Puis, calculer nSU . 

b) )()( 1 nn XEXE =+ , donc 1)( =nXE . 

3) a)   WWM
3

2
= . Puis, comparer nWU  et )]3([ nn XXE − . 

b) 



















−=

n

nXV
3

2
12)( . Pour )]3([ nn XXE − , suite géométrique de raison 

3

2
. 

Partie D : Cas général 

1) Utiliser la formule des probabilités totales avec le système Nkn kX ≤≤= 0)( . 

2) aXE n =)( . Calculer )( 1+nXE  sous forme d’une double somme dans laquelle on 

intervertit les deux ∑ , et utiliser 








−

−
=









1

1

j

N
N

j

N
j  si 1≥j . 

3) a)   Même méthode qu’au 2) : dans la double somme )]([ 11 ++ − nn XNXE  intervertir 

 les deux ∑ , et utiliser 








−

−
−=








−

1

2
)1()(

j

N
NN

j

N
jNj  si 11 −≤≤ Nj . 

b) 
n

nn
N

N
aNaXNXE 







 −
−=−

1
)()]([  et 



















 −
−−=

n

n
N

N
aNaXV

1
1)()( . 

4) 01 ≥−+ nn uu  et 2≤nu . 

5) a)   Séparer )(XE  en deux sommes : kj <  et kj ≥ . Et les minorer. 

b) f est croissante sur 






2
,1

N
 et décroissante sur 





−1,

2
N

N
, donc minorée par 

1)1()1( −=−= NNff . 

c) Dans )]([ nn XNXE − , minorer )(kf  et utiliser Npa = . 

6) a)   0lim =
+∞→

n
n

v . 

b) nn vkXPNk ≤=≤−∈∀ )(01,1 TP . 

c) Exprimer )( nXE  en fonction de nv . 

d) pXP n
n

−==
+∞→

1)0(lim . 

e) La « loi limite » de nF  est )( pB . On tend vers une situation de consensus : 

toute la population est favorable à l’un des candidats, A avec la probabilité p ou 

B avec la probabilité p−1 . 

7) a)   0)0( ==TP . Utiliser la suite d’événements )()0( NXXA nnn ≠∩≠=  qui est 

 décroissante. 

b) Exprimer l’événement )( nT =  en fonction des événements kA . 

c) Faire apparaître une somme télescopique. 

d) Montrer que 0lim =
+∞→

n
n

nv , et que la série de terme général nv  est convergente. 

Exercice 25 (d’après ESSEC 1998) 

Partie A 

1) Suite croissante majorée. Raisonner par récurrence. Utiliser les variations de f. 

2) a)   Montrer que axfx ≤≤∈∀ )('0]1,0[ . 

b) Raisonner par récurrence. 

c) 1)( =aL  si 10 << a . 

Exercices de Mathématiques ECS1 et ECE 1 - Catherine LAIDEBEURE - 2013



Réponses de Probabilités - 20 - 

 

3) a)   (i)   Utiliser par exemple la concavité de la fonction ln. 

(ii) 
a

a
xxf

ln
11)(' −=⇔= . 

(iii) La fonction est décroissante sur 





−∞−

a

aln
1,  et croissante sur 





+∞− ,

ln
1

a

a
. 

(iv) Si 1=a , l’équation xxf =)(  admet une unique solution 1)1( =r . 

Si 1>a , l’équation xxf =)(  admet deux solutions )(ar  et )(as  qui 

vérifient :  )(
ln

1)(0 as
a

a
ar <−<< .  

b) (i)   )()]([ aaar ϕ=ϕ . Utiliser )()]([ ararf = . 

x 0              1               ∞+  

'ϕ  1      +      0          − 

ϕ                 e1  

0                                 0  

(ii) Théorème de bijection. 1−ϕ  est continue et strictement croissante sur 






e

1
,0 . 

(iii) Montrer que [1,0])( ∈aar  et utiliser )()]([ aaar ϕ=ϕ . Donc 0)(lim =
+∞→

ar
a

. 

c) (i)   Raisonner par récurrence. 

(ii) )(
1

)()( 1 aae
a

araL −−ϕ==  si 1≥a . 

4) L est constante sur [1,0]  et décroissante sur [,1[ +∞ . 

 

Partie B 

1) knk

nD pp
k

n
kNP

−

= −







== )1()( 1)(  si nk ≤≤0  et 0)( 1)( === kNP nD  si nk > . 

2) Utiliser le système complet d’événements 
�∈= nnD )(  et un changement d’indice. 

3) pep λ−=1 . 

4) Même raisonnement, mais la durée kDD ...1 +  suit la loi )( λkP . Donc la loi 

conditionnelle est )( pkλP . Et )1(

2

p
ep

ep
λ−

−λ−= . 

Partie C 

1) a)   (i)   A est réalisé s’il existe une vague k sans aucun client. 

(ii) Si 
0=kN

, alors 
01 =+kN

 car la durée de service est nulle. 

(iii) Suite croissante majorée. Et 

)0(lim)0( ==







=

+∞→
∈

k
k

k

k NPNP U
� . 

b) Si 2≥j , décomposer la ème)1( +k  vague en « mini-vagues » issues des clients 

1, ..., j de la première vague. 

c) )1(

1
kpp

k ep
−λ−

+ =  et 00 =p . Donc )()(lim APpLpk
k

=λ=
+∞→

. Utiliser f pour pa λ= . 

2) a)   Si iN k = , alors 0=kD  si 0=i , et kD  suit la loi )( λiP  si 1≥i . 
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b) La loi conditionnelle de 1+kN  sachant )( iN k =  est )( piλP . 

c) )()( 1 kk NpENE λ=+ . Ecrire ∑
+∞

=

+=
+ =

λ
=








=λ
=

0

1)(
1 )(

11

j

kiN
k

k jNjP
piN

N
E

p
i

k
.  

d) k

k pNE )()( λ= . 

e) 
p

p
CE

n

n
λ−

λ−
=

+

1

)(1
)(

1

 si 1≠λp  et 1)( += nCE n  si 1=λp . 

f) 
p

CE n
n λ−

=
+∞→ 1

1
)(lim  si 1<λp  et +∞=

+∞→
)(lim n

n
CE  si 1≥λp . 

Exercice 26 (d’après CCIP 2008 voie E)  

Partie A : Premières propriétés 

1) Calculer AV
t  et utiliser la définition de pS . 

2) Une matrice et sa transposée ont les mêmes valeurs propres. 

3) Utiliser la caractérisation du 1) pour un produit AB de matrices de pS . 

Partie B : Cas p = 2 

1) Montrer IbaAbaA )1()2(2 −+=−−− . Les racines de P sont 1 et )1( ba −− . 

2) Si 0=+ ba , alors 0== ba  et IAn = . 

3) Si 2=+ ba , alors 1== ba . Alors IA n =2  et AA n =+12 . 

4) a)   
ba

baba
X

ba

ba
XR

nn

n
+

++−−−
+

+

−−−
=

1)1()1(1
)( . 

b) Utiliser la division euclidienne et 0)( =AP . 

c) 








+
=

+∞→ aa

bb

ba
A

n

n

1
lim . 

Partie C : Cas p = 3 

1) 1A  n’est pas diagonalisable car 








=
2

1
,1)Sp( 1A  et 1dimdim 211 == EE . 

2) { }1,0)Sp( 2 =A  mais 1dim 0 =E  et 2dim 1 =E . 

3) a)   








=
3

1
,

2

1
,1)Sp( A . 

b) 1E  est la droite de base 
















0

0

1

, 21E  la droite de base 














−

0

1

1

, 31E  la droite de base 
















−

1

2

1

 

c) 
















=

3100

0210

001

D  et 
















−

−

=

100

210

111

P . 

d) Raisonner par récurrence. 

e) 
















=
+∞→

000

000

111

lim n

n
A  car 

















=
+∞→

000

000

001

lim n

n
D . 

4) a)   Utiliser la formule des probabilités totales. 

b) Raisonner par récurrence. 
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c) 
















=
+∞→

0

0

1

lim n
n

V . Il est quasi-certain que l’objet finira dans 1U  quelle que soit sa 

position au départ. 

Partie D : Matrices stochastiques strictement positives 

1) a)   Déduire de AVV
t=λ  l’expression de kxλ  et majorer. 

b) Montrer que 0≠kx  en raisonnant par l’absurde. 

2) a)   Utiliser VAV =  pour étudier le signe de i

p

j

jjii xxaw −=∑
=1

, . 

b) Montrer que 0
1

=∑
=

p

i

iw . 

c) Montrer que : AVVA = . 

d) Montrer que 0),( ≥∀ kj yykj . Comparer tous les ky  à un 0≠jy . 

e) Donc VV ±= . 

3) a)   Montrer qu’il existe un vecteur invariant 0≠V  et prendre VV α=∞ . 

b) Raisonner par l’absurde. 

c) Calculer AV. 

d) Le minimum de 
i

i

v

w
 est atteint. 

e) Raisonner par l’absurde. 

4) Montrer que tout vecteur V du sous-espace propre est colinéaire à ∞V . 

5) a)   Raisonner par récurrence. 

b) Montrer que la suite )( nD  converge vers 



















=∞

000

0

00

001

L

OOM

MO

L

D . 

c) Utiliser : 1+=∀ nn AAAn . 

d) Montrer que les vecteurs colonnes de ∞A  sont des vecteurs de probabilité 

invariants par A. 

Partie E : Application au moteur de recherche Google 

1) a)   Somme de termes positifs dont l’un est non nul. 

b) Calculer les jig ,  et leur somme. 

c) Calculer les jig ,  si Ii ∈  et si Ii ∉ . 

d) Conséquence des questions précédentes. 

2) a)   
















=

)(

)1(

Np

p

V M  est l’unique vecteur de probabilité invariant par G. 

b) Utiliser : 
N

r
gji ji

−
≥∀

1
),( ,

 et VGV = . 

3) a)   Utiliser la formule des probabilités totales. 

b) Raisonner par récurrence. 

c) La suite )( nG  converge vers une matrice ∞G  et 0lim VGVn
n

∞
+∞→

= . 
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