Réponses de Probabilités -1-

Réponses et Indications (Variables aléatoires discretes)

Exercice 1 (d’apres ESSEC 1999 voie T)
Partie A : Etude du temps d’attente pour obtenir un double six

) p= % par indépendance.

2) Xuv (%] (temps d’attente du premier succes).

3) E(X)=36¢etV(X)=1260.
4) Initialiser X a O, puis dans une boucle, répéter X := X +1 et deux tirages aléatoires
entre 1 et 6 jusqu’a ce qu’ils soient tous les deux égaux a 6. Afficher la valeur de X.

Partie B : Etude du temps d’attente pour qu’au moins un dé ait amené un six

1) g= % par indépendance.

2) Yu7o [%) car la probabilité de succes est 1— p,.

36 900
3) E)="—ctV(¥)=—0r-.
) E¥)=ret V)=

4) Initialiser Y a 0, puis dans une boucle, répéter Y :=Y +1 et deux tirages aléatoires
entre 1 et 6 jusqu’a ce que I’un des deux soit égal a 6. Afficher la valeur de Y.

Partie C : Etude du temps d’attente pour que chacun des dés ait amené un six

1) p, :(%J par indépendance.

5" (25Y
2) P(Z<n)=1-2| — .
) p@=m @ +[36)

3) P(Z=n)= g[éj —E(éj . Exprimer P(Z <n) en fonctionde P(Z <n-1).
5(6 25\ 36

4) Utiliser les sommes des séries géométriques.

5) E(Z)= % Utiliser les sommes des dérivées de séries géométriques.

12720 4560
6) E[Z(Z-D]=——cetV(Z)=——.
) ElZZ-Dl=—r= et V(&) =—1

Utiliser les sommes des dérivées de séries géométriques.

7) Initialiser Z a 0, puis dans une boucle, répéter Z:=Z +1 et deux tirages aléatoires
entre 1 et 6 jusqu’a ce que ’'un des deux soit égal a 6. S’ils ne sont pas tous les
deux égaux a 6, dans une boucle, répéter Z:=Z +1 et un tirage aléatoire entre 1 et

6 jusqu’a ce qu’il soit égal a 6. Afficher la valeur de Z.

Exercice 2 (d’aprées EM Lyon 2000 voie E)
A — Premier protocole

1) P(E,)= ﬂ . Utiliser la formule des probabilités composées.
n2n-1)
2) X(Q)=[a-2n+l,a—1] et P(X =a—k) :ﬂ car X =a—k si E,_ estréalisé.
n(2n—1)
E(X)=a- 2n3+1 '
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B — Deuxieme protocole
) Y(Q) =[a-na-1]n{-n}.

%) et3) P(X =a—k)=—2""F Gkelln]et PY =—n) =1
n(2n—1) 2(2n—1)
3aBn—-1)—-Tn* +1

5) E(Y)=

6(2n—1)

C — Comparaison des deux protocoles

Le protocole le plus favorable est le premier si a > nT-i-l

Le protocole le plus favorable est le second si a < n_+1

Exercice 3 (d’apres Ecricome 2004 voie E)
1) a) P(E)=0,085. Utiliser les probabilités totales.
b) P,(A)=0,82. Utiliser la formule de Bayes.
c) Nw.~(100;0,085) donc E(N)=8,5 et V(N)=17,7775.

k
d A=85¢et P(N=k)= %e—“ .
e) P(E,)=0,28338 et P(E,)~0,89214.
10 30

2) a) T, (0,7) donc E(Tl)z7 et V(X)=4—9.
b) Utiliser les probabilités totales avec le systeme complet d’événements (T} = j) ;-

c) Utiliser la somme d’une dérivée de série géométrique.
20 .. . ISP
d) ET,)= ER Utiliser la somme d’une dérivée de série géométrique.

3) a) P(L, =k)=03(0,7)" +0,7(0,3)"
Eneffet (L, =k)=(A, N..A, "B, ) )U(B, N.B,NA,,).
b) Utiliser les somme de séries géométriques.

58 . . (- PP
c) E(L)= ETR Utiliser les sommes de dérivées de séries géométriques.

d) PI(L, =k) N (L, = H]=(0,1)""(0,3)" +(0,3)"(0,7)’.
En effet, 'événement (L, =k) (L, = j) est réalisé si ’on a soit d’abord &
fois A, puis j fois B, puis A, soit d’abord k fois B, puis j fois A, puis B.

e) P(L,=j)=(0,7%(0,3)"" +(0,3)°(0,7)"".
Utiliser I’expression d’une loi marginale en fonction de la loi conjointe.

f) E(L,)=2. Utiliser les sommes de dérivées de séries géométriques.

Exercice 4 (d’apres ISC 1996 voie S)
Méthode 1

10
) Xu7o
) /(N+10

%) a) E =1+ gy - YIVFID
10 1001

N(N +10)
100

j donc E(X):1+% et V(X)=

(par indépendance).

Vv

b) P(Z,-E,|ze)<—=.
€

Donc lim P(Z, -E,[>€)=0.
3) N=50.
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Méthode 2

10\ N -10
k \10-k

1) YNu,//[N,IO,%J donc Y (Q)=[0,10] et P(Y, =k) :( (N]
10

[(N -10)!]?
(N —-18)!N!
3) Suite croissante jusqu’a 50 puis décroissante.
4) Le maximum est obtenu pour N =50.

Exercice 5 (d’aprés EM Lyon 1995 voie E)

2) ay#0& N 218 et a, =4050%

1) P(A) :% et P(B) = %, donc P(B) > P(A).

Utiliser les probabilités totales en introduisant G « il tire le numéro gagnant"

2) a) Xpn/(mpﬁq<mmsxun:umpﬂazxx_k)_(
" )
p

P
Puis utiliser Z P(X =k) =1 pour montrer I’égalité.
k=0
p2
b) E(X)=-— en utilisant I’égalité du a). Puis utiliser la définition de E(X).

Na s
G

Méme raisonnement qu’au 2) a) avec (n—2p) numéros, dont (p—k) gagnants
p—=k
et (n—3p+ k) perdants. L’égalité est conséquence de ZIJ(X:k) (Z=j)=1.
j=0
d) Utiliser I’expression de la loi marginale de Z a partir de la loi conditionnelle.
e) E(Z)> E(X),donc, en moyenne, la stratégie B est meilleure.

Exercice 6 (d’aprés HEC 2003 voie E)
Partie A
1) A*=2aA=(b*-a*)l.

) at= L [T4F
b -a*\ b -—a)

3) Si a=0>b,lamatrice A n’est pas inversible.
4) Montrer que les matrices A—(a+b)I et A—(a—>b)I ne sont pas inversibles.

©) Py (Z=))= si je[0,p—k] et Py_, (Z=j)=0 sinon.

Partie B
1) Utiliser les probabilités totales avec le systeme complet d’événements (X = k),

et I'indépendance de X et Y. P(E) = car E estI’événement contraire.

2-p
2) S=X+Y et D=X-Y .Donc cov(S,D)=0.
3) Set D ne sont pas indépendantes car P[(S =2)N (D =0)]# P(S=2)P(D=0).
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4) Utiliser les probabilités totales avec le systtme complet d’événements (X =k),,

et 'indépendance de X et Y.
5) Etudier le sens de variations de la suite de terme général u, = P(S =n) et en

déduire la valeur de n ou elle atteint son maximum.
Exercice 7 (d’apres CCIP 2004)

1) Evidentcar X (Q) c N *.
2) Décomposer I’événement (X > k) en deux événements incompatibles.

3) Faire apparaitre une somme télescopique.
4) Minorer k dans la somme.
5) lim nP(X = n+1) =0 car le majorant est le reste d’une série convergente.

n—>+oo
6) Utiliser le 3) .
7) La série a termes positifs (Z kP(X = k)) est majorée par une série convergente.

Exercice 8 (d’aprés EDHEC 2004 voie S)
1) a) Utiliser I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour € =A.
b) Remarquer que (X >22A) C (|X - 7L| >A).
2) a) Expliciter P(X = k) pour justifier la convergence.
b) G,(t)=e""".

¢) Minorer G, (¢) par la somme correspondanta k =2 a.

d) Le minimum est g(2) = %.
e) Montrer que P(X >2\) est un minorant de {[g(t)]x /[t> 1}.

e . ) o L e\
f) Cette inégalité est toujours meilleure. Utiliser les variations de x X(Zj .

Exercice 9 (d’apres EDHEC 2006 voie S)
Partie A : Etude de la variable X,

) X, ={0,1}et P(X,=0)=P(X, =1) :%.

2) X,(Q)=1{0,1,2}et P(X, =0) =%, P(X,=1) :%, P(X,=2) :%
Utiliser les probabilités totales avec le systeme d’événements (X, = k), ;-
3) Dans I’hérédité, utiliser: X,,, =X, +1ou X ,, =0.
4) a) Remarquer que, si k21, (X, =k)c (X, , =k—1), et en déduire la probabilité
de (X, ,=k-DnN(X, =k).
b) Récurrence sur k.
¢) Changement de variable : j=n—-k.
1 5 3
d) u, =1, u, =5 U, T et u, =3
5) a) Sommer I’égalité de 1 a n et faire un changement de variable pour avoir E(X, ;).

n

b) E(X,) = Z”k . Sommer de 1 a n I’égalité précédente.
k=1
n—1 )
C) z '~ =1. Puis utiliser le 4) ¢) pour exprimer u, en fonctionde u,, ..., u
j=0n—17]
d) Récurrence forte. Série minorée par une série divergente, donc lim E(X ) = +oo.

n—>+o0

n-1"
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Partie B : Etude du premier retour a I’origine
)a T=k=X,=D)n.n(X,, =k-DNn(X,=0)sik=22et(T=1)=(X,=0).
b) Utiliser la formule des probabilités composées.

¢c) PT=0)=1- Z P(T =k) . 1l est quasi-certain que le mobile reviendra en O.

k=1
2) Tn’apas d’espérance. Série divergente.
Partie C : Informatique
1) Fori:=1tokdos:= s+uli-1]/(k—i+2);
E =FE + ulk];
2) hasard := random(7 + 1) ;
Until hasard =0 ;
Exercice 10 (d’aprées ESSEC 2005 voie E)
Partie A : Etude d’une suite de variables aléatoires

1)

(k-1)/N Kk/N (N-1)/N
/N /N /7 N\

1 (Co0 1 k=1 k k+l .. N-1 N_) 1
A4 AN 4

(N-D/N  (N-k)/N (N-k=-D/N

2) P(X,, =0)=P(X, =0)+N_1

P(X, =1).

P(X,., =k>=%P<X,, =k—1)+N_Tk_1P(Xn k4l si1<KSN-L.

P(X, =N) :NT_lP(Xn =N-1)+P(X,=N)
1 N-T 0 ) ) 0
N
0 o N2
o - 0
N
0
3) M= . Récurrence.
o - 0
N
0 N-2 0 0
N
N-1
0 0 Nl 1
Partie B : Etude d’un cas particulier
3200
110 11
1) M=-— et Sp(M)=<——,=,1%.
) 310 1 0 O p(M) { 33 }
0 0 2 3
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1 1 1 0
. - - 0 0
2) E_; et E; sontles droites de base 5 et : , E| le plan de base 0 et ol
-1 1 0 1
1 0 0 O
0 13 0 0
Donc D = .
0 0 -13 0
0 O 0 1
3) Récurrence. Calculer D" et en déduire M " puis U, .
pix =03 LAV LY iy (1) AL
4 2\3 4 3 23 20 3
px. =2 = L(1) _1(_1 px. =3= L 1(1) 11
23 20 3 4 2\3 4 3
. 3 . . . 1
4) l1mP(Xn:0)=Z lim P(X,=1)=1im P(X,=2)=0 l1mP(Xn:3):Z

Partie C : Etude de ’arrét du mobile
D p,=0, py=1,¢q,=1et g, =0.

2) a) Utiliser les probabilités totales pour la probabilit¢ conditionnelle P, x,-k) avec le systeme

complet d’événements (X, = )i <y

N-k
b) p—Ds :T(pk — D) -

¢) Récurrence sur k.

d p BPYE)

3) Symétrie entre les deux extrémités. Montrer que : Vk e [O,N] p, +¢q, =1.
Exercice 11 (d’apres ESSEC 2002 voie E)
1) a) Primitive du polyndme P qui s’annule en 1, donc factorisable par (x—1).
b) @ estun automorphisme de R [X].
Utiliser la linéarité de I'intégrale et Q =P(P) < P=Q0+(X —-1)Q".

| 1 R
2 p+1

0o 1

2

1 k
c) ®le,)=—— > e..Donc M, = 0
) D(e,) k+1;01 o

b
p+1
0 .. .. o
p+1

d) P est diagonalisable et Sp(P) = l,l,..., ! ={ ! /OSkSp}.
2 p+l k+1

2) a) Les fonctions propres associés a A =1 sont les polyndmes constants non nuls.
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3)

b)
c)

d)

e)

a)

b)

d)

Ecrire ®(P)=AP.Si A = ﬁ , ’ordre de multiplicité est k.
+

Vke[0,p] VxeR P (x)=(x-1".

P= kzp(;a P, avec Vke [0,p] a, = %P“‘) (1) . Utiliser la formule de Taylor.
P = :Zo(k ikn"P" EtVxeR lim®,(x)=P(1).

Vkel0,pl P(X,, =k)= :k #P(X , = Jj) . Utiliser les probabilités totales.
M=M,.

© 1 - pM :%(0 1 - p).Donc E(X,,) :%E(Xn).

Donc E(X,) :2% et lim E(X,)=0.
0

n

u =mMm" O par récurrence. Utiliser 2) e) car c’est la matrice de " (e,).

1
Il est quasi-certain que le mobile arrivera en O et y restera.

Exercice 12 (d’apreés Ecricome 2005 voie E)

1y

2)

3)

4)

a)
b)

Q)
d)
a)
b)
c)
d)

a)

b)

Le discriminant est strictement positif.
n+r,=q etnr,=—pq.

f=p* fED=1+q"  fO)=-pq.

Utiliser le signe du trindme pour montrer —1<r, <0<r, <1.

a=p’ a,=p’q ay=p’q.

P.(A,.,) =a,, et P:(A,,,)=qa,.Etudier la série de tirages a partir du 2°™.
Utiliser la formule des probabilités totales.

Récurrence linéaire d’ordre 2.

M= q pq .
1 0
) n 0 non
M = PDP~ avec D= et P= .
0 n 1 1

1 rn+1_rn+1 rr (rn _rn)
n __ np-1 _ 2 1 172 \"1 2 _ n
M"=pD'P'=—— |2 1o et X, =M"X,,.
hL=h\ rn—n nnL(nT =)

2

T(Q)=[2+o] et V=22 P(T=n)=a, = () =",
n=n
Sommes de séries géométriques convergentes.
1+ T ‘e P
E(T)= _Zp Sommes de dérivées de séries géométriques convergentes.
p

1 _ 1 2 3
V()= *6p O4p *3p . Commencer par calculer E[T(T —1)] en utilisant
4

des sommes de dérivées de séries géométriques convergentes.
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Exercice 13 (d’aprés EDHEC 1998 voie S)

1

D& PX=2)=—.

2)

b) P, (X =k)= ST Etudier la série de lancers 2 partir du 2°™ .

c) PF1 (X =k)=P(X =k—1). Etudier la série de lancers a partir du 2°™.
d) Utiliser la formule des probabilités totales.

e) u,=k-let P(X=k)= % La suite (u,) est arithmétique.

f) P(X=0)=0.Utiliser P(X =0)+ Y P(X =k)=1.
k=2
g) E(X)=4.Somme de dérivée de série géométrique convergente.

1 1
a) P(Y—2)—Z et P(Y—3)—§.

b) Leur réunion est Q et ils sont deux a deux incompatibles.
c) Utiliser la formule des probabilités totales.

k-1 k-1
d) PY=k)=— s ) (1=45 . Récurrence linéaire d’ordre 2.
245 4 4

e) P =0)=0. Utiliser P(Y:O)+ZP(Y:I<):1.
k=2
f) E(Y)=6.Sommes de dérivées de séries géométriques convergentes.

Exercice 14 (d’aprés ESCP 1997 voie E)

1y

2)
3)
4)

5)

6)

a) X\ ¢ (1—a). Temps d’attente du premier succes.

et V(X)=—2

b) E(X)= .
) EX) l—a (1-a)’

¢) P(X =k)=a"". Utiliser P(X 2k) :iP(X = j) ou P(X 2k) :1—§P(X =j).

j=k Jj=1

Dans les résultats précédents, remplacer a par b.

PY=2X)= 1=a . Utiliser les probabilités totales avec le systeme (X =k),.,.
-a

P(M = k)= (ab)"". Exprimer (M > k) en fonctionde (X =2 k) et (Y 2k).
En déduire que M \» ¢ (1—ab).
P(U <k)=1-a" —b" +(ab)" . Exprimer (U < k) en fonctionde (X <k) et (Y <k).
PU =k)=d""(1-a)+b""'(1-b)— (ab)" ' (1—ab).
A-a)1-b)(b"" —a"™") Siazh
a) Vk>22 P(S=k)= b—a . Utiliser la formule des
(k—Da"?(1-a)’ si a=b

probabilités totales avec le systeme (X = j) , -
a’ ' (b -a) q

b) Siazb:Vk>22 P, (Y=k={ b —a”
0sik2j

ik<j-1

Exercices de Mathématiques ECS1 et ECE 1 - Catherine LAIDEBEURE - 2013



Réponses de Probabilités -9-

1

- 1siij—l
Sia=b:Vk22 P, ,(Y=k=1'"
0sik>j

7) a) V(@) =N.
(-a)1-b)

b) P(V=0)= et P[((M =k)n(V =0)]=(ab)" ' (1-a)(1-b).

c) P[(M=kyn(V =j)]=(ab)" "' A-a)l-b)a’ +b’)si k>1et j>1.
— — i i _ —
_ (1-a)1->b)a’ +b’) et P(V =0) = (1-a) b).
1—ab 1—ab
e) Les variables aléatoires M et V sont indépendantes. Pour tous les ke N* et
je N, comparer P[(M =k)n(V = j)] avec P(M =k)xP(V = j).
Exercice 15 (d’apres EDHEC 2007 voie S)
Partie A

d) Vji=1 PV =j)

) P(X=1= % . Utiliser les probabilités totales avec le systéme complet (U,U ).

2) (X=k)=B,N..NB,_, ﬁB_k . Puis utiliser les probabilités totales avec U,U).

k-1 k-1
Donc : Vk =1 P(X:k):l{”—l(lj +l(n—1j }
2 n n n n

2

3) E(X)= 1)’ Sommes de dérivées de séries géométriques convergentes.
n —_—
2 2
—-10n+1 ) .
4) V(X)= " (32( (1))n2 0 . Sommes de dérivées de séries géométriques convergentes.
n —

5) Symétrie des boules noires et blanches entre U et V.
6) Else Repeat x :=x + 1 ; tirage := random(n) ; Until (tirage =n- 1) ;

Partie B

1 P(le):%.

k-1
2) Vk=22 P(X =k)= ";Ti) . La formule n’est pas vraie pour k =1.
n

Utiliser la formule des probabilités composées.
3) E(X) =2
2(n—1)
4) Reprendre pour Y le raisonnement du 1) et du 2).
5) Les 6 premieres lignes sont inchangées. Ensuite, initialiser x a 1 et affecter
random(n) a tirage. La condition devient :
If ((hasard = 1) and (tirage = 0)) or ((hasard = 0) and (tirage <> 0)) Then ...
L’intérieur de la boucle ne change pas, mais la condition d’arrét est : tirage <> 0.
Ensuite, afficher la valeur de x. (Il n’y a pas Else ...).

. Somme de dérivée de série géométrique convergente.

Partie C

1 P(le):%.

-1\ 1(n-1\"
2) Vk21 P(X =k)= —{ (—j +—( j } . Méme raisonnement que dans A car
2] n \n n\_ n

on reste toujours dans 1’urne U.
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3) Voir A - 3).
4) (Y=2k)=B, Nn..NnB, _, NB,,. Utiliser la formule des probabilités composées.
A chaque tirage, on change d’urne.
5) Y =2k+1)=B,N..NnB,, NB,,,,. Méme raisonnement.
2 2 2 2
6) lims, =" 2D oy 2 ETD Bepyy - Gims, +T).
m—>+oo (n —-n+ 1) m—>+oo 2(”1 —n+ 1) m—>+oo
Exprimer les sommes partielles de (Z JPY = j)) aux rangs pairs et impairs.
7) E(X)=EXY)sin=2.Et E(X)>E(Y)sin2>3.
Exercice 16 (d’aprés HEC 2000 voie E)
Partie A
k+1 dx
1) a) Utiliser I'inégalité de la moyenne en remarquant : In(k +1)—Ink = j —.
X
k
b) Sommer I'inégalité précédentede 1 anetde 1 a n—1.
¢) u, ~Inn. Attention: n+1~ n ne prouve pas In(n+1) ~Inn.
2) a) Calculer le second membre et minorer.
b) Sommer I'inégalité précédente de 2 a n et majorer.
c) u,—-w,~Inncarw, =o(u,).
Partie B
1) X, estla variable certaine égale a 1.
2) X, 7(2),donc E(X,) =% et V(X,) =i.
3) ay I\ 7(n).
b) P(In=1)(Xn = ]) =1 si ]:1 et P(In=1)(Xn = ]) =0 si j2 2.
c) Si I, =k, le deuxieme tirage s’effectue parmi les numéros de 1 a k—1, et le
nombre de tirages nécessaires ensuite est donc X, ,,donc X, =1+X,,.
1
4) a) P(I3=1)(X3:2):O P(I3=2)(X3:2):1 P(13:3)(X3:2):§.
1 1 1 11 17
b) P(X,=1)=— PX,=2)=— PX;=3)=— EX;))=— VX,)=—
)(3)3(3)2(3)6(3)6(3)36
Utiliser la formule des probabilités totales pour calculer P(X, =2).
5) a) On tire au plus n boules.
b) P(X, == l et P(X, =n)= i‘ (il faut tirer les numéros par ordre décroissant).
n n!
c¢) Utiliser les probabilités totales avec le systeme complet d’événements ([, = k), -
d nP(X,=j)-(n-DP(X,,=j)=P(X,,=j-1.
e) Egalité a vérifier pour j=1.
6) a) Calculer Z JP(X, = j) en utilisant ’égalité précédente. Attention aux bornes.
j=1
b) E(X,)= zl, donc E(X,) ~Inn.Sommer E(X,)-E(X,_,).
k=1
c) EX)=EX, )+—EX, )+—.
n n
d) V(X,)~Inn.Sommer V(X,)-V(X, ).
7) a) Laloi .~ (1) estlaloi certaine égale a 1.
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b) S =S _,+T, (somme de variables indépendantes) et T, () ={0,1}.
c) Récurrence. Dans I’hérédité, séparer lescas j<n et j=n+1.
d) Calculer E(S,) et V(S,).

Partie C

1) Y, estla variable certaine égale a 1.
1
2) Y,(Q)=1{1,3} P, =1)=P¥,=3) =7

3) a) Sil, =k, le deuxieme tirage s’effectue parmi les numéros de 1 a k—1, et
donc Y, =k +Y,_,. On pourra compléter par le calcul de F 1=1) X, =J.
b) Utiliser les probabilités totales avec le systeme complet d’événements
(I, =k)e, enséparantlescas j=2 et j=1.

c¢) E(Y,)=n. Déterminer Y (), puis calculer Z JP(Y, =j) en utilisant
A

I’égalité précédente. Attention aux bornes.
Partie D

n zw u‘///(lj.
n

2) Z\" estla variable certaine égale a 1.

3) Utiliser les probabilités totales avec le systeme complet d’événements (I, = k)., -
4) Récurrence forte. Dans 1’hérédité, séparerlescas i<n et i=n+1.

5)

6) >.Z" =X, .Donc E(X,)=Y EZ").
i=1 i=1

7) Remarquer que Y, =Y iZ" .

i=1
Partie E
n est le nombre de boules dans ’'urne au départ, a est le nombre de tirages, donc X, ,
alea est le numéro tiréet b est la somme des numeéros tirés donc Y, .
Donc dans les conditions du 1), on obtient a =5 et b =23.

Exercice 17 (d’apres Ecricome 2004 voie S)
Partie I — Etude d’une variable discrete d’univers image fini

A — Préliminaire

1) alzlet w24l G

a, 2. /n(n+1)

2) Raisonner par récurrence.

. . . 1 S
3) Suite croissante majorée par — (donc minorée par q, ).

NG

B — Etude de cas particuliers

1) R, estla variable certaine égaleaOet P(R, =0)=P(R, =1) = %

1 3 3
P(R,=0)=— P[R,=)== PR,=2)==.
(Ry=0)=7 PRy=D=0 PR =2)=

On pourra introduire I’événement A, « on choisit I’urne A la k-eme fois » .
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k- B I L B
2) E(R)=V(R)=0 E(Rz)—zet V(R,) 4 E(R;) 3 et V(R;) 64"

3) R,(Q)=[0,n—1].

n— 1 + k n—l+k
4) a) La probabilité est ( ¢ j[%) car on choisit k fois B et n—1 fois A.

1

2n—l+k

n—1+k . o
b) PR, =k)= L . Utiliser la symétrie entre A et B.

5) Utiliser I’expression avec les factorielles.
6) Sommer de 0 a n—2 et effectuer un changement d’indice.

2/n 1

7) n—E(R,)~—=.Utiliser lapartie A: a, ~—

n N

8) Sommer 2(k +1)* P(R, =k +1) de 0 a n—2 et effectuer un changement d’indice.
9) V(R,)=2n+1D)ER,))—-[E(R, Y —n(n-1).
10) En utilisant la partie A, remarquer que si u, =n—E(R,), alors : u, = %”H .
n —
Demander a 1’utilisateur un entier n et lire cette valeur. Initialiser la variable u a 1,

puis, dans une boucle de k :=2 a n—2, calculer -1 u . Afficher la valeurden—u.

C — Retour au cas général

1) Les événements E, et E, «ala fin de I’expérience I'urne A (resp. B) est pleine »
sont contraires. Calculer leur probabilité en utilisant les nombres N, et N, de
boules contenues dans A et dans B a la fin de I’expérience.

2) a) Suite croissante majorée par Lﬂ d’apres (1).
p
m—1+k m* L. R
) ~ —— (équivalent d’un polynome).
m—1 k!

= -1+k
c) etd) lim quPk(m | ]=O donc lim u,, :Ln.
m-—y—+oo m —

k=0 m—>—+oo p
Partie Il — Etude d’une variable discréte d’univers image infini
1) T,(Q)=N.
n+k-1)
2) P(T,=k)= p'q .

n-1

3) Utiliser la suite (u,,).
4) Z,(Q)=N et P(Z, =k)=q" p (utiliser la loi de Z; +1). E(Z,.):i et V(Zj)ziz.
‘ ‘ . D D

5) et6) T,=>Z, donc E(T,)="1.
P

J=1

Exercice 18 (d’apres Ecricome 2009 voie S)

Partie A
1) Y(Q)=[L,b+1].
! _
2) PY=k)= b'(Lkl)k. Introduire les événements B, «on obtient une boule
(b—-k+1!N

blanche au k-eme tirage » et utiliser la formule des probabilités composées.
3) Réduire au méme dénominateur le second membre.
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4) Faire apparaitre une somme télescopique.
5) Remarquer que P(Y = k) estde la forme a,_ , —a, .

Partie B
b!
n ﬁ sin<b
D p,.o= . — (tirages avec remise) et p, , = (b=n)N (tirages sans remise).
N 0sin>hb

z P« =1 (systeme complet d’événements).
k=0
2) Utiliser les probabilités totales en considérant la couleur de la n-€éme boule tirée.

3) a) E(X,)= kan,k , donc utiliser le 2) en faisant apparaitre une somme de la
k=0

forme du A - 4).
b) Développer la somme.

¢ EX,= b{l - (1 - %) } . Suite arithmético-géométrique.

4) a) Utiliser le systtme complet d’événements (X, =k).,.,-

b 1Y
b =|l1-—] .
) qn+l N( Nj

5) a) Séparer Nu, en deux sommes avec le B - 2) et faire un changement d’indice.
Attention aux bornes des sommes.
b) Séparer Nu, en deux sommes et remplacer E(X, ) par son expression.
c) Raisonner par récurrence.

2 1Y 1) . ~
d) V(Xn)—b{(b—l)(l—ﬁj +(1_FJ —b(l—ﬁj :let lim V(X,)=0.

n—>+too

Exercice 19 (d’aprées HEC 2005 voie E)
Partie I : Tirages avec remise

1) Yu<o (lJ,donc EX)=netVX)=nn-1).
n

k
2) a) PU=k)= (%) et P(E)=0 si E «on n’obtient jamais la blanche n°1 ».
LA . .
b) Py, (Z=))= j 5 si j<k et Py, (Z=j)=0si j>k.
c) Utiliser la formule des probabilités totales.
d P(Z=1) =g et P(Z=0)= % Sommes de séries géométriques et dérivées.

e) Séparer en deux sommes avec la formule de Pascal et changer d’indice.
i-1
f) VieN* P(Z:i):g[%j etP(Z:O):%.

g) E(Z)=1.Somme de série géométrique.
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Partie II : Tirages sans remise

A — Etude de cas particuliers

) X,

est la variable certaine égale a 1.

2) X,(Q) =1{0,2} et P(X, =0)=P(X,

B — Etude du cas général

1
=2)=—.
) 2

1) lya (n!)? suites de tirages possibles et X () =[0,n] mais P(X, =n—-1)=0.

2) a) Za(n, j)=(n!)* (Systeme complet d’événements associé & X L)

b)
3) a)

b)

j=0
a(n,n)=n!et a(n,n—-1)=0.

Pour calculer a(n, j), on choisit successivement les places des tirages des j

paires, les numéros de ces j paires

=0 !

utiliser a).

, puis les (n— j) autres tirages sans paire.

si n =1. Faire le changement d’indice k =n— j et

o S (]j(kJ = (—D"”(%]. Utiliser i(—l)"(’q =0 (Bindme).
= i\j 4 i=0 L

4) Raisonner par récurrence forte.

5) VkelO,n] P(ank)zif(_l)/.

6) Vne N*

k1<

Partie 111 : Tirages mixtes

Xnu.///(n, lj,done E(X,))=letV(X,)=1-—.

Exercice 20

n

Partie A

E(X )-E(X,,)=0,donc Vne N* E(X,)=1.

1

n

N
Ecrire P(Y > k)= ZP(Y = j), et dans les deux questions, calculer le second membre

j=k+

en intervertissant les Y, dans les doubles sommes.

sy

lim d,(N)=0. Somme d’un nombre fini de termes de limite nulle.

Partie B
2
y Euy =Y ave)=N =1
12
k
2) ay (T, <k)= ﬂ(U ; k) etutiliser I'indépendance.
j=1
k n
b) Vke[LLN] P(T,6 =k)= [ﬁj -
3) a)
b) E(T,)=N-d,(N),donc lim E(T,)=N.
¢) limV(T,)=0.Pour I’égalité, utiliser le A - 2).
d)

Un polyndme est équivalent a son terme de plus haut degré en +oo. Pour

V(T,), chercher la limite de

n

V({T,)

(Attention a I’équivalent d’une somme !).
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4) Vkel[l,N P(zn:k)z(N_A’f”j —(N];kj .

k
E(Z,))=d,(N)+1letV(Z,)=V(T,). Utliser (£, > k)= ﬂ(Uj >k).
j=1
Partie C
1) a) Pour calculer @, (k,?), utiliser (T, <k)N(Z, 6 >/{)= ﬂ(l <U,; <k).
J=1

b) Dans ¢, (k,?), écrire (T, <k)= (T, <k-1)U(T, = k). Méme chose pour Z, .

0st k</t

©) PUT,=k)n(Z, =0)]= (%) si k=1

(k—ﬂ—lj +(k—€+1j _Z(k—zj by
N N N

2) a) Séparer en plusieurs sommes et changer d’indice pour les comparer.

N N
b) ET,Z,)= ZZMP[(T” =k)N(Z, =0)]. Utiliser le a), et faire tres attention
k=1 (=1
aux bornes !

¢) limp, =0.Remarquer que o(7,)o(Z,)=V(T,), puisque V(Z, )=V (T,).

n—>+oo

0sik</
3y ay P,_(Z =/()= ;sik—é

(=0 k" —(k—1)"

k—0=-D"+k—-0+D)"=2(k—1) Gk
k" —(k-1)"
Z k" )
b) E %—k =———— . Pour le calcul, séparer k >2 et k =1.
n = k" —(k-1)"

Exercice 21 (d’apres ESSEC 2009 voie E)
1) a) X(Q)=][s,+oof.
b) (X=n=AN..NA_NA, sin>s+l,et (X =5)=A4,.
c) Vn=zs P(X=n)=pl-p)"".
d Y7o (p).
1

e) E(X)=—+s—1.Utiliser E(Y).
p

N
2) a) Montrer que ZnP(Z =n) a une limite réelle quand N tend vers + oo en séparant
n=0
n<d-setn>d-s.

b) D, =E(Z):Zd:(d—k)P(X =k)+§kP(X =k)—d§P(X =k).

k=s

n n
ey . P . . Zot 2 . j-1 j
c) Utiliser la loi de X et son espérance, ainsi que la dérivée Z Jx’7 de Zx’ .
J=0 Jj=0

3) ay D,,—D,=2(1-p)*” —1.En déduire le sens de variations de la suite (D,).
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b)

In2

Si pzl,alors —1L—<
2 In(1- p)

4) On doit commencer a chercher 6 numéros avant I’arrivée car s, =d —6.

Exercice 22 (d’aprés HEC 85 voie S)

Partie A

e . . . 1
1) Utiliser I’inégalité de la moyenne sur [0, x] pour la fonction ¢ +—> —.

1+1¢

2) (u,) estdécroissante et (v,) est croissante.

3) Montrer que les suites (1,) et (v,) sont adjacentes.

Partie B
1 s—1 s—1
1) ay P(E,)=— et P(F, )=——,donc P(E, " F, )= .
) @) P(E)=— et P(F)="— (B NF) =i
b) p,(s) estla probabilité de U(Ek N F,,) (événements incompatibles).
k=s
¢) lim p, (s)=0. Utiliser la suite (u,).
2) a) La probabilité est S—_l (le meilleur candidat est dans 1’échantillon).
n
b) L’événement considéré est (E; NF; ) car les (j—1) premiers sont moins
bons que ceux de 1’échantillon et le /™ est meilleur que ceux de I’échantillon.
-1 -
O Vielsn—1 PX=j)=—"1_ et p(x=my=3"1
JG =D n—1
d) Utiliser — = ,1 —l,.
jG=H j=1
n—1 1
e) E(X)=(s—-D|1+ —1.
j=s-1J
Partie C
1|&1
D a) p,(s+D=p,(s)=—>~~1[.
n j=s .]
n—1
b) Comparer w, = Z—_ avec 1 en étudiant le sens de variations de la suite (w,).
j=sJ
c) s;=s5,=3. Dans le programme, demander a I'utilisateur une valeur de n, lire
cette valeur, initialiser s a 1 et w a 0, puis dans une boucle de j:=1a (n—1)
1 ) .
calculer w:=w+—, puis répéter s =s+1 et w=w— " jusqu’a ce que w<l.
Afficher la valeur de s. On trouve s, =3, s, =4, ...
d) Comparer Z—' avec 1 pour comparer s, et s, ;.
=5,
4q
2) a) Pour la premiere, utiliser k < 2¢q si k€ [g+1,2¢g —1], et minorer z —.
k=2g+1
b) Comparer 4(s, —1) avec (n—1) en Utilisant la 2éme inégalité pour g = s, .
3) a) Montrer que : 1< z 1 <l+ ! et utiliser 2) b).

kzsnk_l S _1

n
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b) lim —

n—+teo ¢ —
n

s )=1.
1p,l(,l)

¢) Montrer que : Llpn(sn) — ln[ n j =V, , =V, ,.
s — s "

n

d) lim X =e¢

n—+eo ¢
n

- -1
e) Justifierque: p, (s,) ~ all .

Exercice 23 (d’apres CCIP 1998 voie S)

Partie A : Préliminaire

1) cov(X,Y)=cov(Y,X) et cov(X,X)=V(X).

2) cov(aX,bY)=abcov(X,Y).

3) Développer V(AX +Y)=cov(AX +Y,AX +Y).

4) Le discriminant est négatif car VA V(AX +Y)>0.
5) Raisonner par récurrence.

Partie B : Simulation informatique

Pour entrer les valeurs de C[i, j], faire une double boucle et utiliser C[i, j] = C[Jj,i].

La fonction Variance est constituée de I’initialisation de V a 0, et d’une double boucle
dans laquelle V :=V + Q[r]* Q[m]* C[r,m] si r et m sont les indices variables.

11 suffira ensuite d’afficher Variance(P).
Partie C

1) V(R)=6a”>—-8a+4 est minimale si a = % Le portefeuille est (%,%j
2) a) E(X)=3,V(X)=2,EY)=4cetV(¥)=4.

b) PRX+Y <8)= 3—35 et P(R, 23)= % Utiliser les probabilités totales.

3) Le portefeuille est [%,%J ,et P(R, 23)=1-F,(5). Justifier: X +Y\».~(6).

Partie D
1) a) Utiliser A -4).

b) Utiliser les propriétés de la variance et de la covariance.
3—c 12-c
15-2¢"15-2¢
les variations de a > (15—c)a* + 2(c —3)a + 3 suivant les valeurs de c.

3 3 1
,P(X=8)==, PY=4)==ct PY =8)=—.
( )=, P =8 ="et PY=8) =7

c) Le portefeuille est (0,1) si ce [3,6], et ( j si c e [-6,3]. Etudier

2) a) P(X=O)=i
b) E(X)=6,V(X)=12, EY)=5,V(Y)=3 et cov(X,Y)=0.
c) etd) Le portefeuille est (é,%) et P(R, 23)=1.

Partie E

1) V(R)=7x>+7y> +4z> +2xy—8xz—8)yz.

2) a) Utiliser z=1-x—y avec 0<z<1. K est I'intérieur du triangle OAB ou A et
B sont les points de coordonnées (1,0) et (0,1).

b) h, (x)=12x> —12ax+19a”> —16a + 4 est minimale pour x :%. Utiliser a =x+y.
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¢) f(x,x)=64x>—32x+4 est minimale pour x = i CEt f(xy,y,) = f(i,ij =0
d) Le portefeuille est [l l,lJ
4 42
Partie F
1 0
1) a) Sp(B)= {— 1,2}. Le sous-espace propre E_, estle plandebase | O | et | 1 |,
-1 -1
1
et le sous-espace propre E, estla droite de base | 1].
1

b) Sp(M) = {1—c,1+ 2(:}, et les sous-espaces propres sont E', =FE et E'\, =FE,.

Remarquer que M =cB+1, donc M—M:c[B—k_ll}.
(6

¢) Sic=0,alors M =1.

2) a) V(R)=x>+y> +2> +2cxy + 2cxz +2cyz.
b) Utiliser A-4)pour (X +Y+Z,X).
c) U-W)eFE' .. Utliser x+y+z=1.

d) Utiliser ‘(U -W)M (U —W) = V[R —%(X +Y +Z)} .

e) Sic#1,le portefeuille est [% % %) Si ¢ =1, la variance est constante.

3) a) V(R, )—— Remarquer que les variables X'= \/7 Y'= \/: et Z'= \/7

vérifient les hypotheses précédentes avec ¢ =
b) P(R,=4)=1-F(1).Justifier X +Y + Z\. ///[30,%} .

Exercice 24 (d’apres CCIP 1997)
Partie A : Préliminaires

) X\~ 7Z(N,p).

2) Laloi conditionnelle de X, sachant que X, =k est ///(N ,%)

3) Laloi conditionnelle de X, sachant que X, =k est .///(N ,%)

Py (X, =))= [ ]J(ﬁ} [1 _Nj pour tous k et j appartenant a [0, NJ.

4) Sia=0oua=N, X, estlavariable certaine égale a a..

Partie B : Simulation

Apres la lecture des valeurs de n, a et N (qui sera stocké dans une variable NE),
initialiser X a a, faire une boucle de k :=1 a n dans laquelle on initialisera p a X / NE
et X a 0, et dans laquelle on inclura une boucle de i:=1 a NE ou X =X +1 si
random < p . Afficher la valeur de X pour chaque k et la valeur de X / NE a la fin.

Exercices de Mathématiques ECS1 et ECE 1 - Catherine LAIDEBEURE - 2013



Réponses de Probabilités -19-

Partie C: CasN=3

1y
2)

3)

Utiliser la formule des probabilités totales avec le systeme (X, =k) ;-
a) SM =S . Puis, calculer SU .
b) E(X,,)=E(X,),donc E(X,)=1.

a) WM :§W. Puis, comparer WU , et E[X,(3-X,)].

b) V(X,)= 2|:1 - (%) } Pour E[X  (3— X )], suite géométrique de raison % .

Partie D : Cas général

1y
2)

3)

4)
5)

6)

7)

Utiliser la formule des probabilités totales avec le systeme (X, = k) <y -
E(X,)=a. Calculer E(X,,,) sous forme d’une double somme dans laquelle on

. . .. [N N-1)
intervertit les deux X, et utiliser j| |=N| si j>1.
J

a) Méme méthode qu’au 2) : dans la double somme E[X, . (N —X,,,)] intervertir

e N
les deux 2., et utiliser j(N — ])( ] =N(N —1)(
J J~-

lj sil<j<N-1.

b) E[Xn(N—Xn)]=a(N—a)[NA71j et V(Xn):a(N—a){l—(%j }

u,,—u,=20etu <2.

a) Séparer E(X) en deux sommes : j <k et j >k .Etles minorer.

b) f est croissante sur [l,%} et décroissante sur [%,N —1}, donc minorée par

fH=f(N-1)=N-1.
c) Dans E[X, (N - X, )], minorer f(k) etutiliser a = Np .

a) limv, =0.

b) Vke[LN-1] O0<P(X,=k)<v,.
c) Exprimer E(X,) en fonctionde v, .
d) limP(X,=0)=1-p.

n—>too

e) La «loi limite » de F, est .~(p). On tend vers une situation de consensus :

toute la population est favorable a I’un des candidats, A avec la probabilité p ou
B avec la probabilité 1— p .

a) P(T =0)=0. Utiliser la suite d’événements A = (X, #0)N (X, # N) qui est
décroissante.
b) Exprimer I’événement (7 = n) en fonction des événements A, .

c) Faire apparaitre une somme télescopique.

d) Montrer que lim nv, =0, et que la série de terme général v, est convergente.
n—>+oo

Exercice 25 (d’aprés ESSEC 1998)

Partie A

1) Suite croissante majorée. Raisonner par récurrence. Utiliser les variations de f.
2) a) Montrer que Vxe [0,]] 0L f'(x)<a.

b) Raisonner par récurrence.
¢) La)=1si0<ax<l.
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3) a) (i) Utiliser par exemple la concavité de la fonction In.

(i) f(x)=1e x=1-104
a

... . L Ina . Ina
(ii1) La fonction est décroissante sur }— 0,1 ——[ et croissante sur }1 - —,+oo[ .
a a

(iv) Si a =1, I’équation f(x) = x admet une unique solution r(1) =1.
Si a>1, I'’équation f(x)=x admet deux solutions r(a) et s(a) qui

vérifient : 0<r(a)< 1_111_a <s(a).
a

b) (1) ¢lar(a)]=¢(a). Utiliser f[r(a)]=r(a).
X 0 1 + oo
o |1 + 0 -

1/e
o |, ~

=1

. o o B . : . 1
(i) Théoreme de bijection. @' est continue et strictement croissante sur [O, —} .
e

(iii) Montrer que ar(a)€]0,1[ et utiliser @lar(a)]=@(a). Donc lim r(a) =0.
¢) (1) Raisonner par récurrence.
(1) L(a)=r(a) = l(p’l (ae™) sia=1.
a

4) L est constante sur ]0,1[ et décroissante sur [1,+oo[ .

Partie B
) P, (N, =k) =(2ka(l—p)"_k si0<k<netP, (N =k)=0sik>n.

2) Utiliser le systeme complet d’événements (D = n),_ et un changement d’indice.

3) p=e.
4) Méme raisonnement, mais la durée D, +...D, suit la loi .~ (kL). Donc la loi
conditionnelle est .~ (kAp). Et p, = M=)
Partie C
1) a) (i) A estréalisé s’il existe une vague k sans aucun client.
(i) Si N, = 0, alors Niw=0 car la durée de service est nulle.

P{U(Nk = 0)} = lim P(N, =0)
(ii1) Suite croissante majorée. Et ~ LkeN
b) Si j>2, décomposer la (k +1)*™ vague en « mini-vagues » issues des clients
1, ..., j de la premiere vague.
¢) pu,=e """ et p,=0.Donc klirEO p. = L(Ap) = P(A). Utiliser fpour a =Ap .
2) a) Si N, =i,alors D, =0 sii=0,et D, suitlaloi .~ (iA) sii=>1.
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b) La loi conditionnelle de N,,, sachant (N, =1i) est .~ (iAp).

_ .1 (N, R _ .
c) E(N,,)=ApE(N,).Ecrire Z—EE( k lNk :iJ_E;JP(Nk—i)(NkH =J).

d) EWN)=0p)".

1_ n+l
e) E(Cn)zﬂ sidp#let E(C)=n+1siAp=1.
1-Ap
f) limE(Cn)z1 o si Ap<let lim E(C,)=+c0 si Ap>1.
n—+oo f— p n—>-+oo

Exercice 26 (d’apres CCIP 2008 voie E)
Partie A : Premiéres propriétés
1) Calculer 'AV et utiliser la définition de ./, .

2) Une matrice et sa transposée ont les mémes valeurs propres.
3) Utiliser la caractérisation du 1) pour un produit AB de matrices de ./, .

Partie B: Casp =2
1) Montrer A>—(2—a—b)A=(a+b—-1)I.Lesracines de P sont 1 et (1—a—>b).
2) Sia+b=0,alors a=b=0et A" =1.
3) Sia+b=2,alors a=b=1.Alors A" =1 et A" =A.
1-(1—-a-b)" +(l—a—b)”—1+a+b

4) a) R (X)= X
) a) R,(X) a+b a+b

b) Utiliser la division euclidienne et P(A)=0.
) 1 (b b
c¢) limA" = .

n—>-+eo a+bla a

Partie C: Casp=3

1) A, n’est pas diagonalisable car Sp(A,) = {1,%} et dimE, =dimE,, =1.
2) Sp(A,)={0,1} mais dimE, =1 et dimE, =2.

3) a) Sp(A)z{l,l,l}.

23
1 -1 1
b) E, estladroite debase | 0|, E,, ladroitede base | 1 |, E,; ladroite de base | —2
0 0 1
1 0 O 1 -1 1
c) D=[0 1/2 0 |etP=[0 1 =2].
0 0 1/3 0 0 1
d) Raisonner par récurrence.
1 11 1 00
e) IimA"={0 0 Of|car imD"={0 0 O0].
o looo) 7T looo

4) a) Utiliser la formule des probabilités totales.
b) Raisonner par récurrence.
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1

c) limV, =|0]. II est quasi-certain que 1’objet finira dans 7/ quelle que soit sa

n—>+oo
0

position au départ.
Partie D : Matrices stochastiques strictement positives

1) a) Déduire de AV="AV 1’expression de Ax, et majorer.

b) Montrer que x, # 0 en raisonnant par I’absurde.

2) a) Utiliser AV =V pour étudier le signe de w, = iaw.‘xj‘ —|xi| .
j=1

p
b) Montrer que Zw[ =0.

i=1
c) Montrer que : A|V| = |AV|.
d) Montrer que V(j,k) y;y, 20.Comparer tousles y, aun y, #0.
e) Donc |V|=2V.

3) a) Montrer qu’il existe un vecteur invariant V # 0 et prendre V_ = OL|V| .

b) Raisonner par I’absurde.
c) Calculer AV.

1

.. w .
d) Le minimum de — est atteint.
vi
e) Raisonner par I’absurde.
4) Montrer que tout vecteur V du sous-espace propre est colinéaire a V.

5) a) Raisonner par récurrence.
0 --- 0

b) Montrer que la suite (D") converge vers D_ =

c) Utiliser: Vn AA" =A™,
d) Montrer que les vecteurs colonnes de A_ sont des vecteurs de probabilité
invariants par A.
Partie E : Application au moteur de recherche Google

1) a) Somme de termes positifs dont I’un est non nul.
b) Calculer les g, ; et leur somme.

c) Calculerles g, siiel etsii¢l.
d) Conséquence des questions précédentes.
p)
2) a) V= f est ’'unique vecteur de probabilité invariant par G.

p(N)
b) Utiliser: VG, ) g, 21% et GV =V.

3) a) Utiliser la formule des probabilités totales.
b) Raisonner par récurrence.

c) Lasuite (G") converge vers une matrice G_ et limV, =G_V,.

n—>+oo
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