Réponses de Probabilités -1-

Réponses et Indications (Probabilités)

Exercice 1

7
D P(F)=- et PF(T):%.

2) ay P(FFNn.nF)= %(%j +%(éj . Utiliser les probabilités totales.

b) p, :; (apres simplification), donc lim p, =1.

1+2[
3

c) Résoudre p, 20,95. A partir de 9 faces consécutifs, on peut dire que ’on a la
piece truquée avec moins de 5% de risque d’erreur.

Exercice 2 (d’apres CCIP 2004 voie E)

1) B, : «Face apparait au rang n apres deux Piles »

U : «Dans les n lancers, on obtient au moins une fois Pile-Pile-Face ».

n

2) Lasuite (u,) estcroissante (car U, c U, ,,) et majorée par 1.
3) ay P(B,))= % par indépendance.

b) Leurs intersections deux a deux sont vides.

1 3 . o
, u, =— et u, =—. Utiliser I'incompatibilité.
8

1
c =—
) 8 4

4) a) PU,NB,)= lun_2 . Exprimer U, en fonction de U, _, et utiliser le 3) b).

b) U,,, =U,UB,,, . Attention ! Ils ne sont pas incompatibles. Utiliser a).

c) Calculer le second membre pour n=3 et n =4 et vérifier I’égalité.
d) limu, =1 par passage a la limite dans I’égalité du b).

n—+oo

Exercice 3

D p,.,= 3 +l Utiliser les probabilités totales.

5
2) p,= —6{1 :l Suite arithmético-géométrique.
3 hm =—.
T
Exercice 4
) a,=b=c ==
2) an+1 = lbn bn+1 = lan Cn+1 = lan + lbn + cn :
2 2 2 2

L’énoncé donne les probabilités conditionnelles, puis utiliser les probabilités totales.

3) ¢,.,= ic —%cn . Récurrence linéaire d’ordre 2, donc ¢, =1 —%(lj .

n+2 2 n+l 2
2(1Y
4) an:bnzg > . Remarquer que Vn a, =b, eta,+b, +c, =1.
5) lima,=1imb, =0 et limc, =1. On est quasi-certain que la souris réussira a sortir.
n—+oo n—>+oo n—+oo
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Exercice 5
1) a,=c¢,=0cet b, =1.
2) an+1 :an +lcn bn+l ngn +lcn Cn+l :lbn +lcn.
4 4" 4 472

Traduire les données de I’énoncé pour obtenir les probabilités conditionnelles, puis
utiliser les probabilités totales.

3) b, = Sp —ibn . Récurrence linéaire d’ordre 2, donc b, = %(q’Z+1 +r"hy.

n+2 4 n+l 16
. ) 5
4) c¢,=4b,, —3b,.0r qetrsontsolutionsde x” ——x+—=0.
4 16
5) a,+b,+c, =1 (systtme complet d’événements), donc a, =1+ i(q”+2 —-r"?).

545

6) limb, =limc,=0et lima, =1.
n—>+oo n—>+oo n—y+oo
+oo

7) P(J)=0car J= ﬂA_n (suite décroissante d’événements).
n=0

Exercice 6
1) a,=c,=0eth =1.
1

bn+1 = an +§bn +Cn Cn+1 = _bn :

4
Calculer les probabilités conditionnelles en examinant tous les tirages possibles,
puis utiliser les probabilités totales.

)
2

2) an+1 = ib

n

1

3) b + %bn . Récurrence linéaire d’ordre 2, donc b, = §|:1 - [— —j } .

n+2 n+l

2

Donc lim b, = %

n—>+oo

n—+oo n—>+oo

4) a, =c, :%{1+2[—%j } si n 21 (faux pour n=0). Donc lim a, = lim ¢, :%.

Exercice 7
Partie A : Premiére méthode de calcul d’une puissance de matrice

u, =1 u,, =pu,+qv,
et

vVH-l = qun + pvn

1) Récurrence. On trouve { pour tout ne N

v, =0

2) u,., =2pu,,+(q" ~pHu,.

3) u =l(p+q)”+l(p—q)” et v =l(p+q)”—l(p—q)”-
) 2 "2 2

1((p+q)” +(p—-q)" (p+q)" —(p—q)”J
2

Partie B : Deuxiéme méthode de calcul d’une puissance de matrice

1) pr =Lt
201 =1)°

2) D:(’Hq 0 jdonc D":((’”W 0 j
. .

4H M"=—
r+)"—(p—-q@)" (p+q)"+(p—q)"

p—q 0 (p—q)"
3) Récurrence.
4) On retrouve la matrice M " de la partie A.
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Partie C : Calcul des probabilités des événements A
1) R, estréalisé sil’on obtient Pile-Pile ou Face-Face.
2) R, estréalisé si I’on obtient Pile-Face-Pile-Face, ou Pile-Face-Face-Pile, ou Face-

Pile-Pile-Face ou Face-Pile-Face-Pile.
3) Soit N, et N, le nombre de fois ou on a choisi Uet V.Ona N, + N, =2n+1,

donc I’un est pair et I’autre impair. Or pour vider une urne, il faut la choisir deux
fois. Donc I’'une est vide et I’autre est pleine, donc a,,,, =0.

4) Ona N, +N, =2n, donc les deux sont pairs ou les deux sont impairs. Donc U et
V sont vides, ou U et V sont pleines.
5 a) a,=p°+q° eth,=2pq.
) {P b, Aa) = P7+0 {PBM (A202) =2Pq
P, (By.2)=2pq Py, (Byn)=p"+q"
c) Evident ! Calculer M *.

d) Récurrence. Donc a,, = %(p +q)™ +%(p —q)™".

Partie D : Calcul des probabilités des événements R

1) r,,=0.

2) n,=p°+q°.

3) R, =B,NB,Nn..NB, ,NA, .Doncr, =4p>q*(p>+q°>)" > si n>2.

Utiliser la formule des probabilités composées.
4) R : «Les deux urnes seront vides en méme temps au moins une fois ».

n +oo
Introduire la suite croissante d’événements V. =| |R, enremarquant R=| |V .
n k n
k=1 n=l1

Donc P(R) = lim P(V,)=1 car lim P(V,,) = lim P(V,,,) =D P(R,,).

n=1

Exercice 8 (d’aprés EDHEC 2002 voie E)

Partie A
) a,, =lbn +lcn +ldn b, :lan +lcn +ldn
4 2 4 4 2
Coul =lan+lbn+ldn d,., =lan+lbn+lcn
2 4 4 4 2 4
Calculer les probabilités conditionnelles, puis utiliser les probabilités totales.
01 2 1
11 0 1 2
2) M=— .
412 1 0 1
1 210
1
0
3) Récurrenceet U, = ol
0

Partie B
1) Sp(A)=1{-2,0,4}.
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-2 0 00 1 0 1 1
. 0 -2 00 0 1 -11
2) A=PDP™ avec D= et P=
0 0 00 -1 0 1 1
0 0 0 4 0 -1 -11
4" +2(=2)" 4" 4" —2(=2)" 4"
4" 4" +2(=2)" 4" 4" —2(=2)"
3) A":PD"P—I:l =2) -2) )
4| 4" —2(=2)" 4" 4" +2(=2)" 4"
4" 4" —2(=2)" 4" 4" +2(=2)"

Attention ! Cette formule n’est vraie que pour n =1 car le troisieme terme de la
diagonale de D” =1 n’est pas nul.

4) U, :LA”UO donc: a, :l—(—lj c, :l+(—lj b =d, =
4" 4 2
Exercice 9 (d’apres ESC 2007 voie S)
Partie A
1) a=q b=p ¢=0.
2) P, (A)=q P, B.)=p P, (C,)=0.

3) P, (A,)= %q P, (B, )= % P, (C.)= % p . Examiner les 4 cas possibles.

4) P.(A,)=0 P.(B,.,)=q P. (C,,,) = p (symétrie entre blanc et noir).

5) an+1 = qan +%qbn bn+1 = pan +%bn +qcn Cn+1 :%pbn + pcn

Partie B
1) Sp(M) :{0, 1 2}. Ecrire M = pJ +gK et remarquer que Sp(J) =Sp(K).
1 q q’
2) E,, E, et E, sont les droites de bases respectives | =2 |, | p—¢q | et | 2pq |.
1 -p P’
0 0O 1 q q’
3) M=PDP ' avec D=|0 1 O|etP=|-2 p—-qg 2pg
0 0 2 1 -q p’

1 n-1 1 n—1 1 n-1 .
4) an:qz"‘PQ(Ej b, =2pq+ p(p- 61)( c,=p°—p ( j sin>1.

Ay a, a, 1
VneN |b,, :%M b, |,donc | b, :—PD P—1 :—PD P 0]
Crsl Ch Ch 0
X
Pour éviter de calculer P, remarquer que P[0 |=| y|<|0|=P| y|.

0 Z 0 b4
5) lima,=¢q> limb,=2pg limc,=p’.

n—>+oo n—>+oo n—>+eo
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