Analyse (3) : Intégrale

Les incontournables :
/2
1. Etudier suivant a ’existence de l’intégrale I, = / (tanz)* dx. Calculer I ;.
0

fraw (tanx)® est CM(]0,7/2[) (au moins) et AVP (a valeurs dans R ).

f(z) 0w L donc f € L'(]0,c]) <= —a < 1.
1

1@) = G2 =2 ei2 /2 =2
Conclusion : I, existe ssi —1 < a < 1.

donc f € L'([e,n/2]) <= a < 1.

+oo
2t
t = Vtanz — x = arctant? est C'-bijectif de R, sur [0, 7/2[ donc I = / t—— dt.
0

1+t
I1/2/+Oo<\/§ 2+ V2 +Q 2 - V2 1 1 Jr1 L >dt.
4AR2+1v24+1 0 A2 -1V24+1 20422 41/2 2(t—L2)241/2
V3 P-t/3el VB e

V2
I =|— + ~Z arctan(2t + V2) + — arctan 2t—\/§} = —m.
o= [P G S arctan(at + V) + 5 arctan | =%

“+ o0
. Etudier l'intégrabilité de f, g sur |0, +oo[; calculer / f2,1/2-
0

2. Soit fa,B(fE) = m

fa,p est CM(]0,+00[) (au moins) et AVP.
Cas 1: « # (; on peut supposer o < f3.

Fas(@) x:OxiadoncfeLl(]o,c]) o a<letfap(®) ~ —=doncfe Ll ([e,oo]) > B> 1.

rx——+oco I B
Conclusion : f, 5 € L'(]0,+00]) ssi a < 1 < S.
Cas2:a=0.z+— 525 n’est jamais intégrable sur (]0, 400/
x
2t

+oo
t =z x =t est C'-bijectif de R sur R donc I = / T dt.
0

too g 2t —1 1 47v/3
I= — 1= R — =1
/O (1+t /t2—t+1+3/ (t—1/2)2+3/4) d 9

+oo
3. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction (T' : © — / e~ '®"1 dt) et calculer
0
I'(n) pour tout n € N*.
f=t— e_tt;’c_1 est CM(]0,4o0[) et AVP.
1 .- 1
f(t) 150 tl T donc f € L (]O,C]) — l-az<let f(t) = Ot—+o00 (twﬂt 1) = Ot—)-‘roo(t*g)

donc f € L'([c, +oo[) pour tout z.
Conclusion : I'(x) existe ssi z > 0.
Soitn>2, u=t—t"ltetv=t— —e

b b
(u,v) € (C*([a,b]))? donc / f=[uv)® + (n— 1)/ e~ '"2 dt pour 0 < a < b.
1ignuv = l+imuv =0 donc F%n) =(n—1In-1). ’
De plus I'(1) = 1, donc ¥n > 1, I'(n) = (n — 1)L

—t

+o° sint )
dt existe. Prouver

sint
4. Prouver que (t — " ) n’est pas intégrable sur [1, +o0o[ mais /

0
. ... [t sint too /sint) 2
P’égalité dt = dt
0 t t

nm

t
801tf—t|—>ietpourn>21—/ [f]-

™

(k+1)7 (k+1)7 ™| sin ul T | sinu 2
E / Ifl e /Im /| /0 oy “—/O Gk+Dr T Trnr O

n—

I, >

W. On reconnait une somme partielle de SATP divergente donc lim I,, = 400
™

[
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Analyse (3) : Intégrale

et f n’est pas intégrable sur [1, +ool. o
f admet un prolongement continu sur R, noté f (f(0) = 1) donc f € L'(]0,¢]).
b

1 b b cost

u=—cos et v =1+ 1/t sont C* sur [c,b] donc / f= [uv]c—/ TR dt.

— cosb £ |1
(uv)(b) = C;S a une limite (0) quand b — +o0 et (t — %) € L*([c, +00[) car C(t)s < 72

t
donc / g dt a une limite quand b — +4o0.
+oo
4
On a donc prouvé I'existence de I = / Sl% dt.
0
On reprend I'TPP ci-dessus en prenant maintenant u = ¢ — 1 — cost = 2sin’¢ /2.
.9 b/2
t/2
/ f=Tluwl® / i 2/ dt = [uw)® —|—/ sm2x dz.
t a/2 X
2 2 +oo i.2
w)(a) = 2sin’a/2 a/2 =400 donc I = / SQO dx
a a—0 0 X
(n+1)w
5. Soit u, = e_ﬁsin(w)daz; étudier la série Zun. En déduire I’étude de l’intégrale
+oo nw
/ e~ V? sin(x)dx C8-090
0

La série est convergente par TSSA et également absolument convergente (cf Analyse(2)).

f=x e V¥sinz est CM sur Ry donc f € L'(Ry) < b»—)/ |f| & une limite en +o0.

[b/7r
/ f =
[b/7] +00

+o0 b
De plus / f = lim ug + / f = uk. On peut en trouver une bonne valeur
0 b—+oo Z [b/7] kZ:O

b

b
|u;€\ —|—/ 7| =b=400 Z|uk| car / |f] < e~ V7™/™ done f e LY(Ry).
m[b/7) ~0 (b/7]

approchée d’apres le TSSA
/2
6. Soit w,, = / sin™  dx pour tout n € N. Démontrer que Wn + 1/ (On utilisera le
oo

changement de variable u = sin™ ) c9-054
On étudie w!), = v/nwy,.
1
1 1
_n _ . 1/n 1 1.:: . r -, 1/n—1
u = sin” x — x = arcsin(u est C* bijectif de |0, /2] sur |0, 1] donc w;, = / nu—u — du.
1/n
Soit fp, = u > Y . (fn) est une suite de fonctions CM sur |0, 1].

n(l _ e(21nu)/n)

(fn) CVS (converge simplement) sur |0, 1[ vers L = u — et L € CM(]0,1]).

1
v—2lnu

p e CM([0,1]) et p(u) ~ % donc ¢ € L'([0,1]).

Soit ¢ = u S =i

1
V1I—u?
¢

e
a pour dérivée t — (1 —t — e~ ")e't ™2 donc décroit sur R.

t—

n
1 * 1— 2nu)/ny ~
V(u,mn) €]0, 1[xN*, 721nu( e ) <

——(1—u?) et /™ < 1donc V(u,n) €]0, 1[xN*, |fn(u)| < @(u):

nu
le "chapeau intégrable" ¢ "domine la suite (f,) sur ]0, 1[".

1
D’aprés le thm de convergence dominée, L € L*(]0, 1[) et lim/ fn = / L
0 0 .
— -z ©
z=+v—2Inu u=e"/2est Cl-bijectif de R sur]0, 1] donc/ L= / T dr= / e /2 Az = /2.
+o00 0

7. Limite de la suite de terme général /(1 +t?/n)"™ dt.

Soit f, =t (1 +t*/n)"" = exp(—nln(1 +t*/n)). (f,) est une suite de fonctions CM sur R.
(fn) CVS sur R vers L =t — exp(—t?) et L € CM(R).
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Analyse (3) : Intégrale

1 1 .

801tg0—t>—>1+t2 pe CM(R )etcp(t)tﬁr\izoot—zdoncgoEL(R).

Y(t,n) € R x N*, (14+¢*/n)" = 14+ t* + Z ap > 14 t? (tous les ay sont dans R, ) donc
2<k<n

V(t,n) € Rx N, |fn(t)] < p(t) : le "chapeau intégrable" ¢ "domine la suite (f,) sur R".
+oo +oo
D’apres le thm de convergence dominée, I € L'(R) et Hm/ fn = / L=+/r/2.
0

8. Prouver que la fonction Jy : ¢ — / cos(xsint) dt est de classe C* sur R et qu’elle est
solution de I’équation différentielle :Ey” + 9y +xy=0.
Soit (IL,) : "Jop € C™*(R) et D" (Jp) =z +— f/ (sint)” cos(x sint 4+ nw/2) dt".
T Jo

Notons f, = (t,z) — (sint)" cos(zsint + nr/2), I =[0,7] et J =R.
— Pour tout ¢ € I, fo(t,.) est C°(J).
— Pour tout z € J, fo(.,z) est CM(I).
— p=1¢ L*(I) domine fo : V(t,z) € I x J, |fo(t,x)| < p(t).
Conclusion : Jy est continue sur J ie (Ilp).
Supposons (I1,,) pour un n > 0.
~ Pour tout ¢ € I, fu(t,.) est C*(J) de dérivée fri1(t,.).
— Pour tout x € J, fr41(.,z) est CM(I).
~ p=1¢ LYI) domine f,.; : V(t,x) € I x J, |fn+1(t,ﬂx)| < p(t).

Conclusion : D™(Jy) est C* sur J et D" (Jy) =z %/0 frr1(t,x) dt ie (IT41).
Par récurrence, Vn € N, (II,,) et en particulier Jy € C*°(R).

De plus, Jj(z) = ;_/OF —sintsin(zsint) dt et J7o(z) = 711_/; —sin?t cos(z sint) dt.
Soit A = m(xJ”o(z) + J)(z) + xJo(2)).

A= /OW(— sint)(sin(zsint)) + (cost)(z cost cos(zsint)) dt = [(cost)(sin(x sint))]] = 0.

—+oo
9. Prouver que la fonction (T : = — / e 't*~! dt) est de classe C? sur R% et que InT est
0
une fonction convexe.
On va prouver en fait que I' € C*°(R7) comme dans ’exo.8.
+oo
Soit (II,) : "' € C"(R%) et D™"(I') = x — / (Int)™e~ ==t de".
0

Notons f, = (t,z) = (Int)"e "', I =]0,+oo[ et J = R%.
— Pour tout t € I, fo(t,.) est C°(J).
— Pour tout z € J, fo(.,z) est CM(I).

— Domination locale : Soit [a,b] C J quelconque et ¢ =t — e~ 71,
¢ € LY(I) (cf ex0.3.) et V(t,x) € I x [a,b], |fo(t,x)| < o(t).
Conclusion : I' est continue sur J ie (Ilp).
Supposons (II,,) pour un n > 0.
— Pour tout t € I, f,(t,.) est C*(J) de dérivée f,,41(t,.).
— Pour tout « € J, fry1(.,z) est CM(I).
~ Domination locale : Soit [a,b] C J et ¢ =t = (Int)" e 1oL,

PUE) sy ()17 = 0g(1/0)°/24°71) = 0ror=g75) dome o € L ([0, c]).

1
aj2
_ 1
B(8) = 01msoo(t (1/)F2197Y) = 01 4o (5

t2) donc ¢ € L'([e, +o0l).
De plus V(t,x) € I x [a,b], | fat1(t,x)] < @(t).
Conclusion : D™(T) est C' sur J et D"T(T) =z /fn+1(t,x) dt ie (IL,41).
I
Par récurrence, Vn € N, (II,,) et en particulier I' € C*°(J).

De plus, I'(z) = / Inte """ dt et ["(z) = / (Int)2e~*t=1 dt.
1 I

1 z— z—
(InT)” = ﬁ(I"T —T?) et T'(x) = /fg avec f =t Inte /2T et g =t e /27T
I
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Analyse (3) : Intégrale

f et g sont de carrés intégrables (cf. les études des chapeaux) donc on peut appliquer I'inégalité

de Cauchy-Schwartz : T"?(z) < /f2/92 =T(z)['(z) et InT est convexe.
I I

10. Soit K(x) = et g2inwt dt ; démontrer que K est de classe C' sur R ; déterminer sa dérivée.

Calculer K’(alr:)]R
Notons f = (t,z) — e*thzi”t, I=RetJ=R.
— Pour tout t € I, f(t,.) est C*(J) de dérivée g(t,.) out g = (t,z) imte ! e2int,
— Pour tout x € J, f(.,z) et g(.,x) sont CM(I).
— Dominations globales : Soit ¢y =t +— e et p1=t— e
wo(t) = otﬁioo(t—z) donc o € LY(I); de méme ¢, € L'(I).
V(t,x) € I x [a,b], [f(t,2)] < @o(t) et |g(t, z)| < @r(t).

onclusion : € et Ve € J, x)= | g.
Conclusion : K € C'(J) et Vz € J, DK
I

DK(x) = —iﬂ'/u’v en notant 1 — 1 et ot v = ¢ 1 2Tt

I
b

b
u,v sont C' sur tout [a,b] C I donc / u'v = [uv)? — 2i7rat/ et e2imt g, ljim uv = 0 donc
o0
a a

DK (z) = —im(—2irzK(z)) ie K est solution de 'EDO y' = —2r2zy donc K(z) = Ae™™ * ol
A ne dépend pas de z. K(0) = /7 donc K(x) = Jre et

Pour aller plus loin :
11. Soit f lipschitzienne et intégrable sur R . Démontrer que Em f=0. C8-107

Tnt+a
[Si f est lipschitzienne et Emf =0, alors 3(K, @), Vn € N, 3z, > n, / |f] > K]
dx

+oo
12. Prouver l'existence de I'intégrale / ————— Mines ¢8-001
0 14 e?sin“x

km k—1 T dx
[/ f= Z/ Tt sinta a une limite quand k — +o00.]
0 0’0

+oo _
13. Existence et calcul de / tanh 3z — tanh 2z dz. c8-045
0 X

[Se ramener a / dt puis a — 0 et b — +00.]

2
14. On appelle ’produit de convolution’ de deux fonctions f et g de R dans C, s’il existe, la fonction notée

f = g définie par : Vt € R (fxg)(t) = /0 f(u)g(t — u)du.

(a) Démontrer que x est définie sur CM(R,C) et que, si f et g sont continues sur R, alors f % g est
continue sur R.

30 tanht 3a tanht
dt —
2

a

(b) Démontrer que x est commutative, associative et distributive par rapport a +.

(c) Soit 6 un élément neutre de x s’il existe. Etudier la relation 6 x 1 = 1 ou 1 désigne la fonction
constante x + 1; que peut-on en déduire ?

(d) Pour f:x |z —1| et g: x> |x|, représenter f, g et f *g. C6-093

t n
15. Pour z > 0, on considére la suite de fonctions de terme général f, :t € RT — (1 — ) t“”ll]om[(t).
n

n*n!

Montrer que lim fn =T(z) puis que I'(x) C9-51

n=+00 J10 4 oo n—sto0 z(x+1)...(z+n)

[Thm de CV dominée puis IPP successives de fn'l
R
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16. On appelle C I'ensemble des fonctions réelles continues sur un segment [a b].

(a) (z,y) — K(x,y) étant une fonction continue sur [a b]?, on considére I'application Py qui a toute
b

fonction f de C associe Px f définie par : Pk f(x) = / K(z,y)f(y) dy.

Démontrer que Pk est un endomorphisme de C. On ap?)ellera Py ’opérateur intégral de noyau K.
(b) Démontrer que :

— Pk, = Pk, = K; = K. (On pourra utiliser des fonctions f :y — (K1 — K3)(z0,y))

— Py, o Pk, est un opérateur intégral dont on précisera le noyau.

— Id n’est pas un opérateur intégral.

— L’inverse d’un opérateur intégral, s’il existe, n’est pas un opérateur intégral. C6-075
17. Soit (vy,) € RY telle que Vz € R, lim v, sinnx = 0.
n—-+oo
Prouver que limv,, = 0. ¢9-056
/2
[wy, = min(1, |v,|). Prouver d’abord par thm de CV dominée que lim wy, sin® nt dt = 0.]

0

Pour s’entrainer :

—+oo
18. Existence et calcul de I = / In (1 + ) dx. CCP c8-018
0
(7]
+oo
19. Existence et calcul de / ze %sin’®z dz. c8-038
0
[9/25]
20. Intégrabilité de x — In(sinz) sur |0, 7/2] et calcul de l'intégrale. CCP C8-009

/2 /2
I = / Insinz dz et J = / Incosx dz. Prouver que I, J existent et sont égales et étudier I+ J.]
0 0

n!

21. Soit f, =z — @+1).(z+n)

—+o0o
. Intégrabilité de f,, sur |0, +oo] et calcul éventuel de / fn. CCP C8-089
0

“~ (=1)* 'Ink
> (k—1)l(n— k)! !

k=2
T ng

22. Existence et calcul de / — dz. CCP c8-032
o 1+

[0 (Relatlon de Chasles en 0 et u = 1/t).]

23. a ————— existe-t-elle 7
1 +t+ t2

o 1
Tracer f t) m
Montrer que (Z an) est divergente.

et donner son axe de symétrie.

+oo
d
Expliciter a, en fonction de w, = / a Y Donner une relation liant Wy, et wp41. CCP c8-030
0

+u2)n

[an > 1, an = (4/3)"V3wn et 2nw,i1 = (20 — 1w, ]

1
24. Existence et calcul de / (—E(%) + %) dt Centrale c8-040
0
(1—=~]
—+o0 1 T |
25. Montrer que/ dz :/ cos(y)" ™" dy. CCP c8-023
0 ch(z)" o ()
[x = argch ]
cosy
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1
26. Soit f une fonction continue de [0 1] dans E . Démontrer que lim n/ t" f(t) dt = f(1). C6-006
0

n—r00

[u = t"*" puis thm de CV dominée.]

1
27. Soit I, = / (In(1 4 x))™ dz ; déterminer une relation de récurrence entre I, et I,1.
0

2(In2)"*!

En déduire que I, ~ —————. C6-080
L, = 2(n2)" L |
"7 on+1 n+1
T 22
28. Démontrer que / Hdt o~ C6-079
0 z—00 2T

z 2 _ 22
[IPP puis /0 € 572 L dt = 0(627) avec t = zu dans lintégrale.]

29. Au moyen d’une décomposition en éléments simples, calculer I'intégrale :

+oo  2m—1
T 4
o 1+

avec (m,n) € N* et 2n > 2m. En déduire, en utilisant une suite de rationnels de limite «, avec o €]0 1], que :

+oo xafl T
dr = —
o 1+ sin T

C8-091
“+ oo
30. Soit I, = f(t)eim dt, pour f continue bornée sur R;. Justifier rapidement l’existence de I,,. Calculer
0
lim I,. Calculer lim nl,. Mines c9-023
n——+oo n—-+oo
limI, =0, t = —IHT“, limnl, = £(0).]
1
31. Soit fn(r) = ———. Démontrer que /6712/2d1‘ = lim /fn C9-045
(Chi) R n—-+oo R
n
[CV dominée avec cha eaU*# car cosh” —— = (1 + 2sinh? L)" > 1+ 2nsinh® ——— ]
L Ry Jno PN 2vn
32. Calculer / In (b_ﬂ) dz ou a et b sont deux réels > 1. c6-098
0 a—cosz
[Chercher la dérivée de F(t) = / In (ﬂ> dz. |
o a—coszw
1 efz(1+t2)
33. On considére la fonction f définie sur R par f(z) = / Wdt.
Etudier la continuité et la dérivabilité de f. Etudier f(0), lim f et lim f.
R ] ) +oco —oo . ]
Démontrer que Vz € R f(@®) + (/ e’ dt) = % En déduire la valeur de / e Tt C6-072
0 —oo
1/x dt
34. Etudier f(z,y) = /z m Centrale c6-026
[La dérivée partielle par rapport & y est nulle (relation de Chasles en 1 et ¢t = 1/u)]
+oo e—t _ eftz
35. Soit x >0 et I(x) = / — dt. Montrer que I existe et est C* sur R%.. Calculer I(z). CCP c8-026
0

[I'(x) = 1/x]
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+oo
36. Soit g = (a: — / ﬂeﬂgt dt). Prouver que g est définie sur [0, +oo[ et de classe C? sur 10, 4+o0].
0

t2
sint
t

dt. Centrale

—+oo
Exprimer g(z) au moyen des fonctions usuelles et en déduire la valeur de /
0

x 1'2
[g(l’) = arctan(l/x) + 5 In :1:27_"_1 5 7['/2]
oo 2

37. Soit f:x— dt.

141t
Quel est I’ensemble de définition de f 7

—x

1
1
Démontrer que f(z) ~ —. On pourra étudier successivement les comportements de / —— dt puis de
x x
0

—0t 1+1¢

+oo =
dt.
L 1+t
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