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Réponses et Indications (Matrices) 

 

Exercice 1 (d’après ESLSCA 99) 

Partie A 

1) 










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 −−−
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A . 

2) 6=a , 11−=b  et 6=c . Donc IAAA 6116 23
+−= . 

3) Exprimer I en fonction de A et factoriser par A. 

A est inversible et 



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
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4) { })1,2,3(=S . Le système équivaut à 
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A . Résoudre en utilisant 1−A . 

Partie B 

1) 










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



−−−

−

=
−
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2) 










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

=
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B  et 
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
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3) Raisonner par récurrence. 

4) 







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Partie C 
1) Pour chaque matrice M, calculer AM et MA. 

2) Utiliser MAAM =  et NAAN = . 

3) MAAM =  équivaut à 11 −−
= AMAM . 

4) Utiliser 1−
= PDPA  et 1' −

= PPMM  pour écrire MAAM = .  

5) La matrice D vérifie : )( , jidD =  avec 0, =jid  si ji ≠  et id ii =, . 

Donc )( , jijmMD =  et )( , jiimDM = . Donc DMMD = ssi : 0, =jim  si ji ≠ . 

6) 





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

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Exercice 2 

1) et 3)  
















−
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A  et 
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
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P . Au 2) Raisonner par récurrence. 
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4) JDT +=  avec 
















=
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D  et 










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=

000
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J . 

5) 
















=
−

n

nnn
nT
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001
1

. Utiliser la formule du binôme en vérifiant JDDJ = . 

6) Raisonner par récurrence. 

7) 















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=∈∀
+++

+

−−

112

1

11

212)32(42)1(4

2)1(12)35(42)2(4

2)2(12)38(42)3(4

nnn

nnn

nnn

n

nnn

nnn

nnn

An � . 

8) n

n nun 2)4(7 −+=∈∀ � . Utiliser 0XAX
n

n = . 

Exercice 3 (d’après HEC 98 voie T) 

Partie A : Dérivées successives d’une fonction f 

1) xexxxf −
+−= )()(' 2  et xexxxf −

+−= )13()(" 2 . 

2) et 3)  pp aa −=+1 , ppp bab −=+ 21  et ppp cbc −=+1 . Et 11 −=a , 11 =b  et 01 =c . 

Partie B : Puissances d’une matrice 

1) 
















=

010

002

000

J  donc 
















=

002

000

000
2

J  et 03 =≥∀
pJp . 

2) Utiliser la formule du binôme car pp IJA )( −=  avec JIIJ = . 

3) 
















−−

−−=∈∀

1)1(

012

001

)1(

ppp

pAp
pp

� . 

Partie C : Retour aux dérivées de f 
xpp epxpxxfp −

−+−+−=∈∀ ])1()21([)1()( 22)(
� . 

Exercice 4 (d’après Ecricome 2003 voie E) 

Partie A : Inversion de la matrice P 

















=
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443
2

P  et IPPP −−=

















=
23 3
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11107

. 

Donc 





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
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





−
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=−+−=
−
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IPPP . 

Partie B : Puissances de la matrice A 

JDTAPP +==
−1  avec 

















=

200

020

001

D  et 









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

=
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100
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J . 

Par la formule du binôme : 


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.  
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Par récurrence : 
















++−−+−

++−−+−
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−
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200
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1 . 

Partie C : Commutant de la matrice A 

1) Utiliser MAAM =  et AMAM ''= . 

2) Utiliser 1−
= PTPA  et 1−

= PQPM . 

3) Résoudre QTTQ =  pour une matrice 
















=

dvu

cbz

yxa

Q . 

4) 
















++−−+−

++−−+−

=∈∃⇔∈

b

cbababa

cbababa

McbaAM

00

2

2222

),,()( 3
�C . Ecrire 1−

= PQPM . 

5) 
















−−

−−

=

000

121

121

K , 
















−

−

=

100

111

122

L  et 
















=

000

100

200

N . C’est une base de )(AC . 

Exercice 5 (d’après Ecricome 99 voie S) 

1) Ecrire )( , jihH =  avec 









=∈∀∈∀

===

=∈∀=

−− 1,1,

1,41,31,2

,11,1

4,24,2

et      ,

04,2et    1

jiji

j

ahji

chbhah

hjh

TPTP

TP

 et 'H  de même. 

Calculer les coefficients ∑
=

=
4

1

,,, '
k

jkkiji hhm  de 'HH . 

2) Raisonner par récurrence en utilisant le 1) : 














−

=

1

2

1

1U  et 11 UVUU
n

nn +=+
. 

3) 
















−

−

−

=

212

101

212

W , 
















−

−

=

101

000

101
2

W  et 03 =≥∀
nWn . 

IWV 2+= , donc par la formule du binôme : 
















+−−+

−

−−++

=
−

8747

484

7487

2
22

22

3

nnnnn

nn

nnnnn

V nn . 

4) XXMn n
=∈∀ � . Donc 22 2)4(1 −

−−−==
n

nn nnca  et n

n nb 2)4(4 −−−= . 



















−+−+−−−

−−−−

+−−+−−−
=

−−−−

−−

−−−−

3213222

11

3213222

2)87(22)7(2)4(1

2222)4(4

2)7(22)87(2)4(1

0001

nnnn

nnnn

nnnn

n

nnnnnnn

nnn

nnnnnnn
M . 

Exercice 6 (EM Lyon 2009 voies E et S) 

Partie A 

1) 







=

θ
10

01
)(

2
R . Donc, pour tout réel θ , 

θ
R  est une racine carrée de 









10

01
. 
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2) Montrer que la matrice 







=









00

10
2

dc

ba
 n’a pas de solution. 

Partie B 

1) Utiliser un développement limité de t+1  en 0. 

2) XXQ
64

1

8

1
)( −= . 

3) 2

8

1

2

1
NNIR −+= . Utiliser l’égalité polynômiale du 2). 

4) NIA +=  avec 03
=N . Donc 

















=−+=

100

2110

83211

8

1

2

1 2
NNIR . 

Partie C 

1) Utiliser 1−
= PSPR  et 1−

= PDPA . 

2) )( ,, jjji dsSD =  et )( ,, jiii sdSD = , et si ji ≠ , on a jjii dd ,, ≠ , donc 0, =jis . 

3) DS =
2  ssi 

iiii dsni ,,,1 ±=∈∀ TP , donc D a n2  racines carrées. 

4) IPP 2

211

121

112
2

+=

















= , donc 
















−

−

−

=−=
−

111

111

111

2

1
)(

2

11
IPP . 

















=

900

040

001

D  a 8 racines carrées 
















=

c

b

a

S

00

00

00

 avec 1±=a , 2±=b , 3±=c . 

Les 8 racines carrées de A sont : 
















−

−

−

±=

321

242

115

2

1
R  ou 

















−

−−

−−

±=

311

424

551

2

1
R  

ou 
















−−

−

−

±=

133

242

551

2

1
R  ou 

















−−

−−

−−

±=

133

424

115

2

1
R  

Partie D 

1) et 2)  
















−

−=
−

121

211

111

3

11
P  et 

















=

100

010

004

D . 

3) a)  Chercher S sous la forme 
















=

edt

cbz

yxa

S .  

b) Utiliser 1−
= PSPR  et PPt

= . On trouve dcbe 22 +−= . 

4) A a une infinité de racines carrées symétriques : 
















±=

411

141

114

3

1
R  ou 

















±=

011

101

110

R  

ou 

















θ+θ+θ−θ−θ−

θ+θ−θ−θ−θ+

θ−θ−θ+θ+θ−

±=∈θ∃

cos22sin3cos2sin3cos2

sin3cos2sin3cos2cos22

sin3cos2cos22sin3cos2

3

1
R� . 


