Algebre linéaire 1

Réponses et Indications (Matrices)

Exercice 1 (d’apreés ESLSCA 99)

Partie A
-1 -2 -4 —11 —-12 -13
1) A>’=[5 6 4 |et A’=[19 20 13
10 10 9 38 38 27

2) a=6,b=-1letc=6.Donc A’ =6A4* —11A+6I.
3) Exprimer / en fonction de A et factoriser par A.

4 -2 2
A est inversible et Iax—‘zl(la\2—6A+111)=l -1 5 =2/
6 -2 =2 2
X 2
4) S ={(3,2,1)}. Le systeme équivaut 2 Al y |=| 8 |. Résoudre en utilisant A" .
Z 13
Partie B
0o -2 1
1) pi=lla 2 o
2
-2 -2 -1
1 00 1 0 O
2) B=|0 2 0O|etVneN B"=|0 2" 0
0 0 3 0o o0 3"

3) Raisonner par récurrence.
2" —2x3" =242 -2x3" 1-3"
4) VneN A" _1 =2 42x3" 22" +2x3"  —1+3"
—2"% 4 4x3" 2" 4 4x3" 2x3"

Partie C
1) Pour chaque matrice M, calculer AM et MA.
2) Utiliser AM = MA et AN =NA.
3) AM = MA équivauta M 'A=AM ",
4) Utiliser A= PDP™' et M = PM'P™" pour écrire AM = MA .
5) Lamatrice D vérifie: D=(d, ;) avec d,; =0sii# jetd, =i.
Donc MD = (jm, ;) et DM = (im, ;). Donc MD =DM ssi: m,; =0 sii# j.
. 4b—-2c —2a+4b-2c a-c
6) Me & 3Ia,b,c)eR’ M==|-2b+2c 2a-2b+2c —a+c]|.

—4b+4c —4b+4c 2c
Exercice 2
0O 1 O 4 -4 1
1) et3) A=|0 0 1|etP'=|-5 7 —2/|.Au?2)Raisonner par récurrence.
4 -8 5 2 -3 1
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Algebre linéaire

1 00 0 0O
4) T=D+J avec D=|0 2 OletJ=|0 0 1
0 0 2 0 0O
1 0 0
5) T"=|0 2" n2""|. Utiliser la formule du bindme en vérifiant DJ = JD.
o o 2"

6) Raisonner par récurrence.
4+((n-3)2" —4+@-3n)2"" 1+(n-2)2""
7)) VneN A"=|4+n-2)2"" —4+(5-3n)2" 1+@m-12"
44+ (n—-12"" —44+2-3n)2"" 1+n2"!
8 VnelN u,=7+m-4)2". Utiliser X, = A"X,.

Exercice 3 (d’aprées HEC 98 voie T)
Partie A : Dérivées successives d’une fonction f
D f'(x)=(=x*+x)e et f"(x)=(x*=3x+De ™.

2) et3) a,,=-a,,b,,=2a,-b,etc,,=b,—c,.EBta =-1,b=1etc =0.
Partie B : Puissances d’une matrice
0 00 0 00
1) J=[2 0 O|doncJ>=|0 0 O|etVp=3 J’=0.
010 2 00
2) Utiliser la formule du binéme car A? =(J —1)” avec IJ = JI.

1 0 O
3) VpelN A’ =(-1D"| -2p 1 0.
plp-H —-p 1
Partie C : Retour aux dérivées de f
Vpe N fPx) =D x> +A-2p)x+(p-1)le".

Exercice 4 (d’apreés Ecricome 2003 voie E)
Partie A : Inversion de la matrice P

3 4 4 7 10 11
P’=|2 3 3|etP’=|5 7 8|=3P°-P-1I.
0 0 1 0 0 1
-1 2 -1
Donc P"'=-P*+3P-I=| 1 -1 0
0O 0 1
Partie B : Puissances de la matrice A
1 00 0 00
P'AP=T=D+J avec D=|0 2 O|etJ=|0 0 1
0 0 2 0 00
1 0 0
Par la formule du bindme : 7" =| 0 2" n2"" |.
o o 2"
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Algebre linéaire 3

—142" 2-2"" 14+ (m+1)2"
Par récurrence : A" = PT"P~' =| —=1+2" 2-2" —1+n+2)2""|.
0 0 2"

Partie C : Commutant de la matrice A
1) Utiliser AM =MA et AM'=M'A.
2) Utiliser A= PTP™' et M = PQP™".

a x 'y

3) Résoudre TQ = QT pour une matrice Q=|z b c|.

u v d
—a+2b 2a-2b —a+b+2c
4 Me7 (Ao Habc)eR® M=| —a+b 2a-b —a+b+c |.Ecrire M = PQP™".
0 0 b
-1 2 -1 2 =21 0 0 2
5) K=|{-1 2 —-1|,L=|1 -1 1|et N=|{0 0 1]|.C’estunebasede v (A).
0 0 O 0 0 1 0 0 O

Exercice 5 (d’apreés Ecricome 99 voie S)
h,=1et Vje[24] h ;=0
1) Ecrire H = (h, ;) avec \h,, =a, h;; =b et h,, =c et H' de méme.
Vie[24] Vjel[24] h  =a

i-1,j-1

4
Calculer les coefficients m; ; = Zhl.’kh'k, ; de HH'.

k=1

-1
2) Raisonner par récurrence en utilisantle 1) : U, =| 2 |etU,,, =U, +V"U,.
1
21 =2 1 0 -1
3) W=|1 0 —-1|,W*={0 0 O |etVn=3 W"=0.
21 =2 1 0 -1
n*+7n+8 4n  —n’-Tn
V =W +2I , donc par la formule du bindme : V" = 2" 4n 8 —4n

n*+7n  4n —n*-Tn+8
4) YneN M"X=X.Donca,=c,=1-(n"—n—-4)2"7? et b, =—4—(n—4)2".

1 0 0 0
. | 1= =n=4)2"2 (n* +Tn=8)2"7 n2"'  —(n®+7n)2"°
T —4—(m-4)2" n2"! 2" —n2"!

I-(n* =n—-4)2"7% > +7n)2"> n2"" —(n*+7n-8)2"°

Exercice 6 (EM Lyon 2009 voies E et S)
Partie A

1 0 1 0
1) (R = (() 1]. Donc, pour tout réel 0, R, est une racine carrée de (0 1].
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Algebre linéaire

a
2) Montrer que la matrice (

Partie B

c d

4

bY (0 1 .
= 0 0 n’a pas de solution.

1) Utiliser un développement limité de +1+¢ en 0.

1
2) Q(X)—g—ax

1

3) R=1 +§N —%N * . Utiliser I’égalité polyndmiale du 2).

| 1 12 38

4) A=I+N avec N’ =0.Donc R=I+5N—éN2= 0 1 1/2{.

Partie C

1) Utiliser R=PSP ' et A=

0 0 1

PDP".

2) SD=(s,;d;;) et SD=(d,;s,;),etsii# j,onad, #d;;,donc s, =0.

Lj g

3) S?=D ssi Vie[l,n] $,; =

i,i%i,j

==+./d,, ,donc D a 2" racines carrées.

2 1 1 -1 1 1
4) P*=|1 2 1|=P+2I,donc P“:%(P—I):% 1 -1 1
1 1 2 1 1 -1
1 00 a 0 0
D=|0 4 OJaSracinescarrées S=10 b 0|aveca==1,b=12, c=13.
0 0 9 0 0 ¢
5 1 -1 -1 -5 5
Les8racinescarréesdeAsont:Rzi% 2 4 -2|ou Rzil -4 -2 4
1 -2 3 1 -1 3
1 5 -5 -5 -1 1
ou Rzil 2 4 -2]ou Rzi'l -4 -2 4
2 -3 3 -1 2 -3 3 -1
Partie D
1 1 1 4 0 0
1) et2) P“=§1 1 -2leteD=|0 1 0
1 -2 1 0 0 1
a x 'y
3) a) Chercher S souslaforme S={z b c|.
t d e

b) Utiliser R = PSP™' et

'P=P.Ontrouve e=b—2c+2d.
4 1 1 0

1
4) A aune infinité de racines carrées symétriques: R=*—|1 4 1|ou R=11

1 1 4

2—cose+\/§sin6 2+2cos0 2—cos0— \/gsme

ou 316 R R:il

2+2cos0 2—cosO— \/gsme 2—- cose+\/§sm9

2—cose—\/§sin9 2—cose+\/§sm6 2+2cos0
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