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MATRICES 

 

Exercice 1 (d’après ESLSCA 99) 

 On considère les matrices : 














 −

=

322

121

101

A    
















=

100

010

001

I    
















−−

−−−=

220

111

121

P . 

Partie A 

1) Calculer les matrices 2A  et 3A . 

2) Déterminer des réels a, b et c tels que cIbAaAA ++=
23 .  

3) En déduire que la matrice A est inversible et calculer son inverse. 

4) En déduire la résolution du système : 








=++

=++

=−

13322

82

2

zyx

zyx

zx

. 

Partie B 
1) Montrer (par la méthode de Gauss) que la matrice P est inversible et calculer son 

inverse. 

2) Calculer la matrice APPB 1−
= . En déduire nB  pour �∈n . 

3) Montrer que : 
1−

=∈∀ PPBAn
nn

� . 

4) En déduire la matrice nA  pour �∈n . 

Partie C 
L’objectif de cette partie est de déterminer l’ensemble E  des matrices M appartenant 

à )(3 �M  qui commutent avec A, c’est-à-dire qui vérifient : MAAM = . 

1) Montrer que l’ensemble E  contient la matrice nulle, les matrices I et 1−A , ainsi 

que toutes les puissances nA  de la matrice A pour *�∈n . 

2) Montrer que si M et N sont deux matrices qui appartiennent à l’ensemble E , alors 

les matrices NM +  et MN appartiennent à l’ensemble E . 

3) Montrer que si M est une matrice inversible qui appartient à l’ensemble E , alors 

son inverse 1−M  appartient à l’ensemble E . 

4) Montrer qu’une matrice M appartient à l’ensemble E  si et seulement si la matrice 

MPPM 1' −
=  commute avec la matrice 

















=

300

020

001

D . 

5) Démontrer que les seules matrices qui commutent avec D sont les matrices 

diagonales. 

6) En déduire la forme générale des matrices M qui appartiennent à l’ensemble E . 

Exercice 2 

 On considère la suite )( nu  définie par 30 =u ,  11 =u , 12 −=u  et :  

   nnnn uuuun 485 123 +−=∈∀ +++�  

On pose : 
















=∈∀

+

+

2

1

n

n

n

n

u

u

u

Xn �  et 
















=

841

321

111

P . 

1) Montrer qu’il existe une matrice A telle que : nn AXXn =∈∀ +1� . 
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2) En déduire que : 0XAXn
n

n =∈∀ � . 

3) Montrer que la matrice P est inversible et calculer son inverse. 

4) Montrer que la matrice APPT 1−
=  se décompose en somme d’une matrice D 

diagonale et d’une matrice J qui a un seul élément non nul. 

5) En déduire nT  pour tout entier naturel n. 

6) Montrer que : 1−
=∈∀ PPTAn nn

� . 

7) En déduire nA  pour tout entier naturel n. 

8) En déduire l’expression du terme général nu  en fonction de n. 

Exercice 3 (d’après HEC 98 voie T) 

Partie A : Dérivées successives d’une fonction f 

On considère la fonction f définie pour tout réel x par : x
exxxf

−
++= )1()( 2 . 

1) Calculer les dérivées d’ordre 1 et d’ordre 2 de la fonction f. 

2) Montrer par récurrence que pour tout entier 1≥p , il existe des réels pa , pb  et pc  

tels que : x
ppp

p
ecxbxaxfx

−
++=∈∀ )()( 2)(

� .  

3) Exprimer 1+pa , 1+pb  et 1+pc  en fonction de pa , pb  et pc  pour tout entier 1≥p . 

Partie B : Puissances d’une matrice 

On considère les matrices 
















=

100

010

001

I  et 
















−

−

−

=

110

012

001

A . 

1) Calculer IAJ += , 
2

J  et 
3

J , puis 
p

J  pour tout entier 3≥p . 

2) En déduire que :  2≥∀p   ( ) 






 −
+−−=

2

2

)1(
1 J

pp
pJIA

pp . 

3) En déduire la matrice p
A  pour 2≥p . La formule est-elle encore vraie pour 1=p  ? 

Partie C : Retour aux dérivées de f 

1) Montrer par récurrence que pour tout entier 1≥p  : 

















=
















1

1

1
p

p

p

p

A

c

b

a

. 

2) En déduire pa , pb  et pc , puis l’expression de )()(
xf

p  en fonction de p et de x. 

Exercice 4 (d’après Ecricome 2003 voie E) 

 On considère les matrices :  

    

Partie A : Inversion de la matrice P 

1) Calculer  et . 

2) Démontrer qu’il existe des réels a, b et c tels que : . 

3) En déduire que la matrice P est inversible et calculer son inverse . 

4) Vérifier le calcul de  par la méthode de Jordan-Gauss. 

Partie B : Puissances de la matrice A 

1) Calculer la matrice .  

2) Démontrer que T est somme d’une matrice diagonale D et d’une matrice J qui n’a 

qu’un seul élément non nul.  

3) En déduire la matrice �� pour tout entier naturel n.  















 −

=

200

201

323

A

















=

100

111

121

P

















=

200

120

001

T

















=

100

010

001

I

2P 3P

cIbPaPP ++=
23

1−P
1−P

APP 1−
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4) Démontrer que : . 

5) En déduire la matrice  pour tout entier naturel n. 

Partie C : Commutant de la matrice A 

On appelle commutant d’une matrice A l’ensemble des matrices M qui commutent 

avec la matrice A : { }MAAMMA =∈= /)()( 3 �MC . 

1) Démontrer que si M et 'M  sont deux éléments de )(AC , alors 'MM +  et 'MM  

appartiennent aussi à )(AC . 

2) Soit M une matrice carrée d’ordre 3 et MPPQ 1−
= . Démontrer que MAAM =  si 

et seulement si QTTQ = . 

3) Démontrer qu’une matrice Q carrée d’ordre 3 vérifie QTTQ =   si et seulement si 

il existe des réels a, b et c tels que : 
















=

b

cb

a

Q

00

0

00

. 

4) En déduire la forme générale des matrices M qui appartiennent à )(AC . 

5) En déduire qu’il existe trois matrices K, L et N que l’on précisera telles que : 

{ }3),,(/)( �∈++= cbacNbLaKAC  

Exercice 5 (d’après Ecricome 99 voie S) 

 On définit les matrices : ,  et . 

1) Soient H et  deux matrices carrées d’ordre 4  écrites sous forme de blocs : 

 avec ,  et dans . 

 avec ,  et dans . 

Montrer que leur produit s’écrit par blocs :  avec . 

2) Montrer que, pour tout , il existe une matrice colonne  à trois lignes 

telle que : .  

3) On pose . Pour tout , calculer  et en déduire . 

4) On pose :  et . Calculer , puis . En déduire , 

 et , puis l’expression de . 

1−
=∈∀ PPTAn nn

�

nA





















−

−−
=

0121

1212

2141

0001

M

















−

−

=

012

121

214

V

















=

100

010

001

I

'H









=

AC

O
H

1
( )000=O

















=

c

b

a

C )( , jiaA = )(3 �M









=

''

1
'

AC

O
H ( )000=O

















=

'

'

'

'

c

b

a

C )'(' , jiaA = )(3 �M









=

'"

1
'

AAC

O
HH '" ACCC +=

*�∈n nU









=

n

n

n

VU

O
M

1

IVW 2−= *�∈n nW nV

















=

n

n

n

n

c

b

a

U





















−

−
=

1

4

1

1

X MX XM n

na

nb nc
nM
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Exercice 6 (EM Lyon 2009 voies E et S) 

L’objectif du problème est d’étudier sur des cas particuliers et par diverses méthodes 

la notion de racine carrée d’une matrice. 

Une matrice )(�nR M∈  est une racine carrée d’une matrice )(�nA M∈  si AR =
2 . 
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Partie A 

1) Soit θ  un réel et 








θ−θ

θθ
=θ

cossin

sincos
R . Calculer 2)( θR  et en déduire que la 

matrice 








10

01
 admet une infinité de racines carrées. 

2) Montrer que la matrice 








00

10
 n’admet pas de racine carrée. 

Partie B 

1) Démontrer que : 
8

12

1
11

lim
20

−=

−−+

→ t

tt

t
. 

2) Démontrer qu’il existe un polynôme Q tel que : )(
8

1

2

1
11 3

2

2 XQXXXX +







−+=+ . 

3) En déduire une racine carrée de la matrice NI +  si N est une matrice telle que 

03
=N  et I la matrice unité. 

4) En déduire une racine carrée de la matrice 
















=

100

110

111

A . 

Partie C 

On considère une matrice )(�nA M∈  et une matrice )(�nP M∈  inversible telle que 

APPD 1−
=  soit une matrice diagonale dont tous les éléments diagonaux sont distincts 

et strictement positifs. 

1) Démontrer qu’une matrice R est une racine carrée de A si et seulement si la matrice 

RPPS 1−
=  est une racine carrée de D. 

2) Démontrer que si S est une racine carrée de D, alors DSSD = . En déduire que les 

racines carrées de D sont des matrices diagonales. 

3) En déduire que A admet n2  racines carrées (on ne demande pas de les calculer). 

4) On considère les matrices : 
















−

−

−

=

533

8108

5513

2

1
A , 

















=

011

101

110

P  et 
















=

100

010

001

I . 

a) Déterminer des réels a et b tels que bIaPP +=
2 . 

b) En déduire que P est inversible et calculer 1−P . 

c) Démontrer que APPD 1−
=  est une matrice diagonale. 

d) Déterminer les racines carrées de A. 

Partie D 

On considère maintenant la matrice 
















=

211

121

112

A  symétrique (car AAt
= ). 

On se propose de chercher les racines carrées de A qui sont symétriques. 

1) On note 
















−

−=

011

101

111

P . Montrer que P est inversible et déterminer son inverse. 

2) Montrer que APPD 1−
=  est une matrice diagonale dont les éléments sont positifs. 
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3) On admet le résultat de la partie C : « une matrice R est racine carrée de A si et 

seulement si la matrice RPPS 1−
=  est une matrice dont le carré est D et donc qui 

commute avec D ». 

a) En utilisant la relation DSSD = , montrer que la matrice S est de la forme  

















=

ed

cb

a

S

0

0

00

 où a, b, c, d et e sont des réels. 

b) Montrer que R est symétrique si et seulement si 22 )( PSSP t
= . En déduire e en 

fonction de b, c et d. 

c) En utilisant la relation DS =
2 , montrer que la matrice S est de la forme  

















=

b

b

a

S

00

00

00

 avec 




=

=

1

4
2

2

b

a
 ou 

















−−

=

bbc

cb

a

S

0

0

00

 avec 




=−+

=

1

4
22

2

bccb

a
. 

4) En déduire les racines carrées de A qui sont symétriques. 

 


