Variables aléatoires discretes -1- ECS1

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

| - Généralités

1) Définition et exemples
Définition : Soit (©2,.~,P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire est| une
application de Q dans R telle que, pour tout intervalld de R, I'ensemble

X71(1) = {weQ/ X(w) € 1} soit un événement, c'est-a-dire appartienne’a
Si./ =.7(Q), toute application d€ dansR est une variable aléatoire.

C’est en particulier le cas lorsq@e est un ensemble fini ou infini dénombrable.
Exemple 1: Dans un sac qui contient 4 jetons numérotés @ &t 3, on tire
successivement (sans remise) deux jetonX efst la somme des deux numeéros
obtenus.Q est 'ensemble des couples=(a,b) tels quea & b appartiennent a
{0,1,2,3} aveca=b. Et X est l'application qui au couple = (a,b) associe le réel
X(w)=a+b.

Exemple 2 : Dans une urne qui contient 5 boules blanchesbeiutes rouges, on tire
simultanément 3 boules et est le nombre de boules rouges obtenues.est
I'ensemble des poignées (non ordonnées) de 3 boules.esit 'application qui a
chague poignée associe le nombre (réef (o) de boules rouges qu’elle contient.
Exemple 3 : Dans une urne qui contient 2 boules blanches®iule rouge, on tire
successivement 3 boules (avec remisej est le nombre de boules rouges obtenues.
Q est 'ensemble des triplets (donc ordonnés) de boHIEX est I'application qui a
chague tripleiw associe le nombre (réef (o) de boules rouges qu’il contient.
Exemple 4 : Dans une urne qui contient 2 boules blancheseule rouge, on fait des
tirages successifs avec remise d’'une bouk¢ ett le rang de la premiere boule rouge
tirce. Q est lensemble des suites infinies de coule®sou R, comme
® = BBRBRR... Cest un ensemble infini dénombrable. Xtest I'application qui a
chague suite infinieo associe le rang (réel (w) du premieR qu’elle contient.
Exemple 5 : On lance trois dés honnétes. Si 'on obtient 1 @ixgagne 1€. Si l'on
obtient 2 six, on gagne 2€. Si I'on obtient 3 six, on gagne 3€. Si 'on n’obtient aucun
six, on perd 1€.Q est 'ensemble des triplete = (a,b,c) obtenus oua, b et c

appartiennent & 1,2,3,4,5,6}. Et X est 'application qui & tout triplet = (a,b,¢)
associe le gain algébrique (réef(w) défini précédemment.

2) Univers image
Ondétermine alors toutes les valeurs prises par la variable aléétoire

Définition : Si X est une variable aléatoire discréete définie sur un espace probabilisé
(Q,.~/,P), alors l'univers imagele X est 'ensemble de toutes les valeurs prises par

X, que I'on note X(Q2) . La variable aléatoirX est _discrétesi son univers image
X () est un ensemble fini ou infini dénombrable.

Dans le cas d'une variable aléatoire discrete, oh glets numeéroter les éléments de
son univers imagex (Q2) . On notera alorX (Q) = {x, /k e 1}, l'ensembld étant soit

une partie finie dé&N (en généralll,.nJ ou JO,.nJ), soit une partie infinie d& (en
généralN ouN*).
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Un cas assez fréquent est celui ou la variable aléatoire prend des valeurs entieres
positives : on note alors simplemegt=k.

Exemplel: X @Q)=[15] car X(o0) =a+b avecO0<a<3 et 0<b< 3. Les valeurs 0

et 6 ne sont pas obtenues cax O+ Oet06= 3+ 3. Or:a=b.

Exemple 2: X (@Q)=[03] car le nombre de boules rouges est inférieur ou égal au
nombre de boules tirées.

Exemple3: X @Q)=[03] pour la méme raison.

Exemple 4: X(Q) =IN* car il faut au minimum un tirage pour obtenir une boule
rouge et on peut tirer indéfiniment sans I'obtenir.

Exemple5: X Q)= {- 1,1,2,3}. En effet, perdre 1€ revient a gagitet) €.

La détermination de l'univers image est la premiere chose a faire pour étudier une
variable aléatoire. En particulier, elle permet de distinguer les variables discrétes finies
des variables discrétes infinies.

Notation: On abrege I'écriture de certains événements esPar exemple
(X =a)={oeQ/X(n) =a} (X <a)={neQ/X(n)<a}
(X >a) ={oeQ/X(w)>a} (a< X <b)={weQ/a<X(w)<b}

3) Loi de probabilité
On détermine alors avec quelle probabilité la variable aléatoire prend chacune des
valeurs de son univers image. C'est la loi de probabilité. de
Définition : Si X est une variable aléatoire discréte définie sur un espace probabilisé
(Q,.~/,P) et si son univers image eXt(Q) = {x, /ke 1}, alors la loi de probabilits
deX est 'ensemble des couples, (p,, o) p, = P(X =x,) pourkel.
Dans le cas d'un ensembl¥(Q2) fini et ne contient pas un trés grand nombre de
valeurs, on résume les résultats dans un tableau :
X Xo X

pL=P(X=x) P2 = P(X =X;) Pn = P(X = X,)
SiX prend un grand nombre de valeurs (éventuellement infini), la loi de probabilité ne
peut plus étre résumée par un tableau. Alors, on établit une formule générale.
Dans tous les cas, on peut remarquer que pourdteu®, X (w) est une et une seule
des valeursx, , donc quewn appartient a un et un seul des événemexts X, pou)

kel . Cela revient a dire que ces événements sont inddngsaet que leur réunion

est I'universQ. De plus leur probabilité est non nulle car ce desitvaleurs prises
effectivement pak.

Théoreme SiX est une variable aléatoire discrete définie sur un espace probabilisé
Q,./,P) et si son univers image esK(Q)={x /kel}, alors la famille

1"

(X =X)ker forme un systéme complet d'événements. Et ddne(X = x,) =1.
kel

Lorsque X(Q) est infini dénombrable, le systeme complet d’événements comporte
une infinité d’événements et la somme est la somme d’une série.
Exemple 1: X @Q)=[15]. Il y a équiprobabilité et comme il s'agit de 2-listes sans

répétition, donc d’arrangementardQ ) = Af =12.
1= 0+1=1+0, donc (X = 1)={(01), (1L0)}. Donc P(X =1) = % = %.
2
12

N
Il

0+ 2=2+0 (on éliminel+1 cara=b). Donc P(X =2) = %
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De méme P(X :3):i:l, P(X :4):321 et P(X :5)2321_
12 3 12 6 12 6
k 1 2 3 4 5
px—l | L | L L[ 11
6 6 3 6 6
5
On vérifie aisément qud P(X =k)=1.
k=1
Exemple 2: X @Q)=[03]. Il y a équiprobabilité et, puisque ce sont des tirages
simultanés CardQ) = CJ, = 10 _10x9x8_ 5,
37 6
3
(X =0) estréalisé sil'on a tiré 3 boules blanch&X =0) = S _10_ i.
120 120 12
21
(X =1) estréalisé sil'on atiré 2 blanches et 1 rougé¢X =1) = CsCs _ 0 E
120 120 12
1~2 3
De mémeP(X =2)= 555 _ 50 5 i piy_g s 10 1
120 120 12 120 120 12
k 0 1 2 3
px-ky | L | 5[ 5 [ 1
12 12 12 12

3
On vérifie aisément qu{ P(X =k)=1. La symétrie du tableau est due au fait qu'il
k=0
y a autant de boules blanches que de boules rouges.
Exemple 3: Le raisonnement est identiqueX:(Q)=[03]. Mais ici, les tirages ont

lieu avec remise, don€ardQ) = 9°.

3 3
(X =0) estréalisé sil'on a tiré 3 boules blanch&{X = 0) = 2—3 = [3 = %

(X =1) est réalisé si I'on a tiré 2 blanches et 1 rouge dans un ordre quelconque. Illy a
3 ordres possiblesBB ou BRB ou BBR).

3x 3x 62 1 [2j2

3

Donc P(X =)= ——— =3x=x =
(X=9==3 5

4
:
° 2
3

2 3 3
DemémeP(X=2)=M=3x[lJ y =Eetp(xz3):3_:[£j _1
9° 3 9 9® \3) 27
K 0 1 2 3
px=k | & | 2 2 |1
27 | 9 9 | 27

3
On vérifie aisément qud_P(X =k)=1.
k=0
Exemple 4: X(€) =N*. Pour tout entierk > J1on note B, (respectivementR,)
I'événement « L& boule tirée est blanche (respectivement rouge) ».
1

(X =1) est réalisé si on a une rouge duifage : P(X =1) = P(R)) = 3
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(X =2) est réalisé si on tire une blanche, puis une rougé=2)=B, nR,. lly a
remise, donc les tirages sont indépendants. Donc les événeBerds R, sont
indépendants P(X =2) = P(B;"R,) = P(B))P(R,) = %x%: %

Si k> 2, I'événement (X =k) est réalisé si 'on a tiré d'abor¢k —1) boules
blanches, puis une boule rougéX =k)=B; n...nB,_; "R, . Tous ces événements
sont indépendants puisqu’il y a remise. A chaque étape, la probabilité de tirer une

. 2, , . .
boule blanche est egaleéa, et celle de tirer une boule rouge est egage. a

k-1
Donc P(X =k)= P(B, M...A By "Ry ) = P(By).. P(B, 1)P(R,) = %[éj |

On peut remarquer que la formule est encore vraie beur. 1

k-1
Donc P(X =k) :%[3 pour toutk e N *. On vérifie :

+00 +00 k-1 +00 i
Zp(xzk)JZ[gj =12[3j _1 12=1 en posantj = k—1.
k=1 3ia\s 39\ 3 4 ¢4

3

N e 2
En effet, on reconnait une série géométrique convergentelcﬁré <1.

Exemple 5: X  )={- 1,1,2,3}. Notons S, 'événement « l&°™ dé ameéne un six »
pour k € {1,2,3}. Les événement§, sont tous indépendants, et puisque les dés sont

honnétes, leur probabilité eB(S,) = % et doncP(S,) = g pour toutk € {1,2,3}.
L’événement(X = -1) est réalisé si I'on n‘obtient aucun six.

3
Donc P(X =-1) = P(5,nS, " S3) = P(S)P(S,)P(S;) = [g} = ;_i)s'
L’événement(X =1) est réalisé si 'on obtient un seul six. Il est obtenu sur n'importe
lequel des trois dés(X =1) = (SN S,NSPU(S;NS,NSHU(5,NS, N S;) .

Par incompatibilité, puis indépendance des événements :
P(X=1)=P(SNnS,nS9)+P(S;nS,nS)+P(5,nS, N S)

2
P(X =1) = P(S)P(S )P(S 9 + P(S)P(S,)P(S2) + P(S)P(S,)P(S;) = 3><%>< [2} - 3_2
2 3

De méme P(X = 2)= 3><§><[EJ :3 et P(X =3) =[1J :i.

616 72 6) 216
K 1 1 2 3
P(Xx=k) | 25| 2 | 5 | 1
216 | 72 | 72 | 216

On vérifie aisément quB(X =-D)+P(X =)+ P(X =2)+ P(X =3)=1.

4) Fonction de répartition

Définition : Etant donnée une variable aléatoire réjeon appelle fonction d
répartition deX la fonctionF définie par :WvxeR F(x) = P(X <X).

D

C’est une fonction définie siR, bien queX ne prenne pas toute valeur réelle.
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Exemple 1 :
k 1 2 3 4 5
px=k | £ [ X [ 1 | 1|1
6 6 3 6 6

Six<l:(X<x)=,doncF(x)=0.

Sil1<x<2:(X<x)=(X=1), doncF(x):%.

S 2<x<3: (X<x)= (le)u(X:Z),doncF(x):%+ :%.

Si3<x<4: X<Xx)=X=Du (X=2)u (X =3),doncF(x) =

S 4<x<5: X<x)= X=1Du..u(X=4), donc F(x):%+%+

1
6
1 1 1 2
( =+ ==—.
6 6 3 3
1 1 5
—+ ===
3 6 6

Six>5: X<x)=X=Du..u(X=5=0Q,doncF(x)=1.

(0]

Siles valeurs prises parsont rangées par ordre croissaqt<{ x, < ), alors:

VXe]-o, %[ F(x)=0

K
VX € [Xe, X ql F(X) = Z Pi

i=1

La fonctionF est donc en escalier et croissante.
De plus, siX(Q) estfini (X; < X, <...< X,) : VX€[X,,+o[ F(x)=1.
Si X(Q) est infini dénombrable, la suitex, )N+ €St strictement croissante. Donc

deux cas peuvent se produire :
. Soit elle est majorée, et donc elle convergim x, = a. Sa limite majore toutes

N—-+00

les valeurs prises p3; donc :Vxe[a+x] F(x)=P(Q)=1.
. Soit elle n'est pas majorée, et donc elle diverge wers. On peut remarquer que

n 400
Vxe[xy 4o F(x)SF(X)<L. Or Im F(x)) = Im [ p|=> p=1.
N—+o0 N—+o0 ko1

Donc lim F(x)=1.

X—>+00

k=1

Théoreme Si X est une variable aléatoire discrete, sa fonction de répartition est une
fonction en escalier, croissante &mui vérifie : lim F(x)=0 et lim F(x)=1.

X—>—00 X—»+00

Elle permet d’exprimer les probabilités de certavEnéments liés A :

[P(X <a)=F(a)

IP(X >a)=1-F(a)|

[P(a< X <b)=F(b)-F(a)|

Eneffet: (X >a)=(X<a) & (X <b)=(X <a)u(a< X <b) (incompatibles).
Elle permet méme de retrouver la loi de probabilitéXde p; = F(X;)| et pour tout

ertier k> 2, on a

Pk = F (%) — F(X¢-1)

En effet, parfois, il est plus facile de

déerminer la fonction de répartition deque sa loi.
Exemple: On lance deux dés honnétes,Xeest le plus grand des deux numéros
obtenus. On a donX (Q)=[16]. Alors, on peut remarquer que, si I'on obtient
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o = (a,b), alors (X < x) est réalisé si et seulementask x et b< x. Or, en jetant un

dé la probabilité d’obtenir un résultat inférieur ou égl estg. Donc, puisque les

2
deux lancers de dés sont indépendaifitgk) = P(X <Kk) = %

2 o 1\2 B
Donc:P(X=1)=3—16 et P(X =k) = K- (k=D _2k-1 S k>2.

36 36
Cette formule est dailleurs valable pour tout enkiele X (Q2) =[11,6.

Vérification : ZP(X k) = ZZk 1 [Z Zl} [ 6><7—6J:1.
k= 36 o

5) Espérance mathématique

Définition : SoitX une variable aléatoire discréXetelle que X(Q2) = {x, /k e 1} pour

laquelle on poseVk el p, =P(X =x).Alors:

« Si X(Q) est un ensemble fini (domdini), la variableX admet une espérance.

« Si X(Q) estinfini dénombrable (doranfini), la variableX admet une espérance
a condition que la série de terme généah, oit absolument convergente.

Dans les deux cas, l'espéranceXdest le réel :E(X) = > xP(X =x) =D X Py -

kel kel
Lorsque I'ensembleX(Q) est fini, I'espérance mathématique existe donc toujours,
mais pas lorsque I'ensembl¥ (Q) est infini dénombrable. Donc certaines variables

aléatoires n'ont pas d’espérance mathématique.
L'espérance mathématique est la valeur « moyenne » prise par la variable a¥¢atoire

Exemple1: E(X)=1x%+2x%+3x%+4x%+5x%. Donc E(X) =3.

On peut remarquer que ce résultat était prévisible étant donnée la symétrie du tableau.
1 5 5 1 3
Exemple2: E(X)=0x—+1x—+2x—+3x—.Donc E(X) =—.
X) 12 12 12 12 X) 2
Exemple3: E(X) = O><£+1><£+ 2><3+ 3><i Donc E(X)=1
' 27 9 9 27 '
Exemple 4 : Ici la variableX est infinie, donc il y a un probleme de convergence. Mais
les valeurs étant positives, la convergence absolue équivaut a la convergence.

k-1
Or ici: VkeN* KkP(X = k)=%k(:—3 . On reconnait une série dérivée une fois

o 2
d’'une série géometrique. Elle est convergente—cfia:r5 <1.Donc:

+o0 +00 k-1 12 k-1
E(X)=ZkP(X:k):ZkE(Ej =—Z ( j =—1><—1=3
k=1 k=1 313

15

125 25 _ 5 1 17
Exemple5: E(X) = —1x =22 +1x 224 2x = 4 3x—— . Donc : E(X) = ——
(X) 216 2 T e ) =206

Cela signifie qu’en jouant a ce jeu, en moyenne, on perdra !
Définition : Une variable aléatoirg est centrée sg(X)=0.
On dit qu’un jeu est équitable si le gairest une variable aléatoire centrée.
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Remarque LorsqueQ est fini ou infini dénombrable, la probabilité d’éménement
est égale a la somme des probabilités des événements élémentaires qui le composent.

En particulier, pour touk e I, ona:P(X =x) = Y P({o)).

OJG( X :Xk)

Donc: 4 P(X =x)= Y xP(lo)= D X(o)P({o)).

we(X=X) oe(X=X)

Donc E(X) = Z( > X(w) P({m})} . Donc E(X) = > X(w)P({o))

kel \ we(X=x) weQ)
Cdte nouvelle expression de I'espérance ne va pas servir dans les calculs, mais va
permettre de démontrer quelques propriétés de I'espérance.
Tout d’abord, sip est une application d® dansR, la composée de avec une
variable aléatoireX, application deQ dansR, est une application d@ dansR, donc
une variable aléatoire notée= ¢(X) .
Théoreme de transfert
SiY=0¢(X), alorsg(Y) = z(p(xk) Pk Sous réserve de convergence absolue.

kel

En particulier: E(aX +b) = aE(X) +b E(X?) =" (%) P
kel

En effet, siY = ¢(X) est une variable aléatoire :

E(Y) = > Y(o)P(lo)) = Z[ > Y (o) P({w})}.

el kel \ oe(X=xy)
OrY =¢(X), donc sio e (X = X)), 0on aX(m) = X, et doncY (o) = e(X) .

Donc : E(Y) = Z[ Zcp(xk)P({m})} = Zcp(xk)[ > P({w})} :

kel \ oe(X=x) kel oe(X=X)

Donc: E(Y) =Y o )P(X = X) = > 0(X) Py -
kel kel
L’intérét est de pouvoir calculer 'espéranceXle ¢(X) sans avoir & déterminer sa

loi de probabilité.

En particulier, sl = X2 : E(X?) =" ()? py -
kel

EtsiY=aX+b :

E(Y) =Z(axk +b)py = Z(axk Pk +bpy) = a[Zxk ka+b[z ka: aE(X)+b.

kel kel kel kel
Sia=letb=-E(X),onaY=X-E(X) etE(Y)=E(X)-E(X)=0.
Définition : Si X est une variable aléatoire discréte qui posséde une espérance, la
variable aléatoireX — E(X) est la variable centrée associé¢ a
Plus généralement, ¥i et Y sont deux variables aléatoires discretes définies sur le
méme espace probabilisé, ce sont des applicationQ d#ansR, donc la somme
Z = X +Y est une variable aléatoire discrete.

E(Z) = ) Z(e)P({0}) = D [X(@) +Y(@)]IP({o)) = X X(@)P{o)) + Y Y(0)P({o}).

(=9 (=9 (=9 (=9

Théoreme E(X +Y)=E(X)+ E(Y) (linéarité de I'espérance).
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6) Variance

Les autres caractéristiques mesurent la dispersion de la variable aléatoire.
Définition : Etant donnée une variable aléatoire discxetpii posséde une espérance
E(X), on appelle variance d€le réel, quand il existe :

V(X) = E([X - E(X)]?) = E(X*) -[E(X)]*.
Les deux expressions 8 X) sont bien égales. En effet, en posant E(X) :
E(IX —m]?) = E|X %~ 2mX + m? |= E(X 2)— 2mE(X) + m? par linéarité.
Donc E([X - m]?) = E(X 2)-2m?+ m? = E(X %) - m?.
L'existence deV (X) est soumise a I'existence tEeX?( pllisqueE(X) existe.

5
Exemple1: E(X2)= S k2P(X =k) =12 x 2+ 22x 113251 42, L 52, L 32
Exemple 1
— 6 6 3 6 3
Doch(X):%—Q:E
3 3
3
1 5 5 1 17
Exemple2: E(X2)=Y k?P(X =k)=0%x —+12x — + 2% x — +3°x —=—-
( )g) ( ) 12 12 12 12 6
Doch(X):H—gzl.
6 4 1
3
8 4 2 1 5
Exemple3: E(X2)=Y k?P(X =k)=0%x —+12x—+22x =+ 3% x— =2,
Exemple3: E(X?)= Y k*P(X =k) > 5 5 5773

k=0
DoncV (X) :§—1:3.
3 3

Exemple 4 : Pour calculerE Xz )et donc V(X), il est plus simple de calculer
d’abord E[ X (X —1)] car on fera ainsi apparaitre des séries usuelles dont on connait la
somme.

+00 1(2 k-1 2+oo 2 k-2
E[X(X-D]= ) k(kk-1)=| = =—>» k(k-1| = :
X(<-01= 2k 3 2] G2k (3
On reconnait une série dérivée deux fois d’'une série géométrique. Elle est convergente
Car—1<g<1.
3

Donc:E(X2)—E(X):E[X(X—l)]:§>< 2 ~=12. Or E(X)=3.
2
1-=
3

Donc E (X2 )= 15etV (X )= 15-9=6.

125 25 5 1 269
Exemple5: E(X?) = (-1)2x =412 x 204 22 x = 432 x — ==,
(X9 =CD 216 72 72 216 216
2
Donc:V(X)=269— 17 \* _ 57815
216 | 216 46656

Propriétés V (X)>0

V(aX +b) =a?V(X)
La positivité deV (X) vient de la premiere expression (carré donc positif).
SiY=aX+Db, alorse(Y)=aE(X)+b.DoncY - E(Y) =g X - E(X)].
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Donc\( Y =E[Y-EY]9) =HafX-EX)]?) =a’E(X -E(X)]?) =a?V(X).

7) Ecart-type

Enrappelant qu&/ (X)>0 :

Définition : Etant donnée une variable aléatoire discketpli posséde une espérarce
E(X) et une varianc¥ (X), on appelle écart-type dele réel :c(X) = V(X).
On verra que c’est I'écart-type qui a une signifmagpour mesurer la dispersion ¥e

autour de sa moyenne. En effet, la variance était homogeéte tandis que I'écart-
type est homogeneX

Définition : Une variable aléatoing qui posséde un écart-type est réduite(©X)=1.

On a vu que/(aX +b) = a?V(X). DoncV(aX +b) =a®V(X) = [d\V(X) .

Propriété: o(aX +b) =|a|o(X)

En particulier sia= = _EX) o(@X +b)=1etE(@X+b)=0.
o(X) o(X)
Définition : SiX est une variable aléatoire qui posséde une espéranceb{®tge m
et un écart-type noté(X)=oc non nul, la variable aléatoireX* = X-m est la
(¢}

variable aléatoire centrée réduite associge a

8) Inéqgalité de Bienaymé-Tchebychev
Paur la démontrer, on va d’abord démontrer une autre inégalité.

hY

Inégalité de Markov: Si X est une variable aléatoire a valeurs positives et [dont

. . m
'espérance est notém alors :Va> O P(X >a)<—.
a

Démonstration
Onsuppose quek (Q) ={x /i e I}. Doncm=E(X) = > xP(X = ).
iel
Parmi les élémentx; de X(Q), certains vérifientx, > a et d’autres non. On notk

I'ensemble des indicédels quex; > a et doncJ les autres.
Donc : m:ZXiP(X = xi)+2xiP(X =X) .
ied ied
Tous les termes des sommes sont positifsXaae prend que des valeurs positives et
les autres termes sont des probabilités), dcme:z XP(X =x%).
ied
OrVieJ x >a.Donc:m>ay P(X =Xx).
ied

Or P(X >a)= Y P(X = ). Donc m=aP(X > a), clest-a-dire :P(X 2a) <.

: a

ied
Inégalité de Bienaymé-Tchebyche®i X est une variable aléatoire d’espérancet

2
d’écart-typec , alorsve > 0 P(X —m=¢) < 6—2.
€

Démonstration On applique l'inégalité de Markov & = (X —m)2. Y ne prend que
des valeurs positives eE(Y) = E[( X - m)?] =V (X) =c2.
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2 2
Donc va> 0 P(Y > a) < 2. En particulier poua=¢2 : P[(X -m)2>£2]< 2.

a -2
52

82

((X-m)?>e? < |X-m>e. DoncVe> 0 P(X —m>e) <

2
Et par conséquentve > ®(X-m<g)= 1—6—2.
€

Remargue t Ces inégalités justifient le fait que I'écart-type la variance mesurent
la dispersion de la variable aléatoire autour de sa moyenne.

En particulier, si la variance est nulle, alok& > (]X—n’1<a)=1. Donc

P(X =m) =1. La variable aléatoirX est presque slrement égale.a

Remarque 2 Ces inégalités n'ont d’'intérét quesi . Par exemple, cela permet de
voir qu'il y a au moins 75% de chances qué prenne ses valeurs dans

[m- 26,m+2c] car P(X - m < 20) 2%

9) Moments d’ordre r

Définition : Soitr un entier naturel eX une variable aléatoire discrete. On appelle
moment d'ordre de X 'espérance deX" si elle existe m, (X) = E(X").
Pour toute variable aléatoire discretey; X € )etImy(X) = E(X).

Mais la variance n'est pas le moment d’ordre 2. C’est un moment centré d’ordre 2.

Définition : Soitr un entier naturel et une variable aléatoire discréte qui posséde|june
espéranceE(X). On appelle moment centré d'ordrele X le moment d’ordre de la

variable X — E(X) centrée associéeXa u, (X) = E([X - E(X)]").

Il — Lois usuelles finies

Il s'agit de repérer quelques situations souvent rencontrées pour éviter de refaire a
chaque fois les calculs.

1) Variable certaine
Définition : Une variable aléatoir¥ est certaine si elle est constante, donc s'il exaste
tel que X (Q) = {a} et P(X = a) =1.

C’est une variable aléatoire surtout utilisée comutd.o

E(X)=axl=a etV(X)=E[(X -a)?]=E(0)=0.

Théoréme SiX est la variable certaine égale,alors E(X) =a etV (X) =0.

2) Loi uniforme
Situation modele 1l s’agit du tirage, dans le cas d’équiprobahijld&n élément parmi
n éléments numeérotés de h atX est le numéro tiré.

Définition: Une variable aléatoireX suit la loi discréte uniforme de paramet
neN*, ce que l'on noteX <~/ (n) ou X >~ ([Ln]), si:

=

e

X(@Q)=[Ln] vkelLn] P(X=k)==

Calcul de 'espérance

k=1 kl k=1
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Calcul de la variance

E(X?)= Zk P(X =k) = Z [Zkzj 1 np+HEn+1 (n+1)(2n+1).

— 6 6

~ M+D@n+1) (+)* @+Hn-1) n*-1

V(X) = B(X?) —[E(X)]* = 5 2 T 1 T
n+1 n®-1

Théoreme Si X ~~/(n), alors E(X) = etV(X) = B

On peut définir de méme la loi uniforme sur un autre intervidlb]. Il contient
(b—a+1) entiers qui doivent tous avoir la méme probabilité d’apparition.
Définition : Soienta etb deux entiers naturels tels qae<b. Une variable aléatoirg
suit la loi discrete uniforme sU@,b], ce que I'on noteX ~ ~ ([a,b]), si:

1
b-a+1
On peut remarquer qué= X —a+1 prend ses valeurs daisb—a+1] et que toutes
ses valeurs ont la méme probabilité d’apparition. DoYic*~ (b—a+1) .

J— p— 2 —
Donc E(Y) = b;‘z”z etV (Y) = (ba+21)1

X(Q) =[a,b] vk e[a,b] P(X =k)=

.OrX=Y+a-1. Donc:

2
E(X)=E(Y)+a—1=b_;‘z“rzm—l:—a“zrb et V(X) =V(Y) = (b—a+21)—1

2
a+b etV (X) = n

Théoréme Si X ~~ ([a,b]), E(X) = —1 oin= Card({a,b]).

3) Loi de Bernoulli
Définition : On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience aéatmdélisée pa
un universQ qui ne contient que deux éventualités baptisées « succeséelatc ».

Situation modéle Il s’agit d’'une épreuve de Bernoulti,est la probabilité de succes et
X est le nombre de succes.

Définition : Une variable aléatoire discre¥e suit la loi de Bernoulli de paramétre
p ]0ll, ce que I'on noteX ~.~(p) ou X ~>.~ (L, p), Si:

X @)= {0y P(X=1)=p P(X=0)=1-p.
De maniere géneérale, une variable aléatdiest une variable de Bernoulli si elle ne

prend que les valeurs 0 et 1 avec des probabilités non nulles.
Calcul de I'espérance

EX)=0x(Q-p)+1lxp=p.
Calcul de la variance
E(X?)=0%x (- p)+1°x p= p. DoncV(X) = E(X?) -[E(X)]* = p— p* = p(L- p).
Théoreme Si X ~.~(p), alorsE(X) =p etV (X)=p@d-p).
Une telle variable, bien que tres simple, est importaateette peut caractériser la
réalisation d’un événement.
Définition : Soit A un événement dans un espace probab{lize~,P). On appelle
variable aléatoire indicatrice de I'événeménla variable aléatoirX (souvent noté¢
1, ou y 4) qui prend la valeur 1 #i est réalisé et O sinon :

X()=1lsioeA X(@)=0siog A
Elle suit la loi de Bernoulli de paramétpe= P(A) .

-

A\1”4
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4) Loi binomiale

Exemple : Dans une urne qui contient des boules blanches en pgooygaron effectue
une succession de tirages avec remise d’'une boule.est le nombre de boules
blanches obtenues.

Donc X(Q)=[0,n] et l'événement(X =Kk) est réalisé si 'on obtienk boules

n
blanches et(n—k) autres dans n’'importe quel ordre. |l y{ﬁ} ordres possibles et

pour chacun de ces ordres, la probabilité est la mépfel— p)"* puisque le tirage
se fait avec remise, donc de maniére indépendante.

Donc P(X = k) = Up 1- p)"k.

Définition : On appelle schéma de Bernoulli la répétition embme fini (neN*)

d’'une épreuve de Bernoulli dans les mémes condigbds maniere indépendante.

Situation modéle 1l s’agit d'un schéma de Bernoulli constitué defpreuves de

Bernoulli de probabilité de succpsX est le nombre total de succes.

Exemples : Nombre de boules blanches obtenues dans un stagessif avec remise
den boules dans une urne ou la proportion de boules blanches est
Nombre d’objets défectueux quand on tesibjets indépendamment.
Nombre de feux rouges arrétant un autobus qui rencoriénex tricolores
non synchroniseés.

Définition : Une variable aléatoire discréd¢ suit la loi binomiale de parametres

nelN* et pe]0], ce que 'on noteX ~.~(n, p), Si:

X(Q)=[0,n] vk e[O,n] P(X=Kk)= @ p* (- p)"*

Pour les calculs, on pose souvent 1- p (probabilité d’échec).
Calcul de I'espérance

n n n
D’abord, on remarque » P(X =Kk) = ( J Kg"K = (p+q)" =1.

E(X) = Zn:kp(x —K) = ikﬂ pKg" . or, sik>1: k[”j - n[n_l}
< 2k k)~ k-1

n 1 n-1 1
Donc E(X) = nZ[E jpkqn K-n [nj Jp”lqn 171 en posantj = k —1.
i=0

n-1
n-1) . i
Donc E(X) = an[ j jplq(n—l)—l =np(p+ q)n—l _
j=0
Calcul de la variance

La méme idée peut étre retenue pour calcklet (X -1)].

E[X (X - 1)]—Zk(k DP(X = k) = Zk(k 1)U gk

k=0

Or,sik> 2: k(k—1)[kJ= n(n—l)[ :ZJ Donc :

E[X (X —1)]:n(n—1)zn:[2:§j K"K = n(n- 1)2[ , jp”z 271 avecj=k-2.
k=2
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n-2
E[X (X —1)]=n(n—l)pZZ[nfjqu”‘z“' =n(-)p*(p+g)" 2 sinz 2.
j=0

Donc E[X (X —1)] = n(n—-1)p?, donc E(X?) - E(X) = n(n—1)p>.

Donc : E(X?) = E(X) +n(n-1)p® = np+n(n-1)p>.

DoncV (X) = E(X*) =[E(X)]* = np+ n(n-1) p* —(np)* = np— np® = np(1- p).
Théoréeme Si X ~.~(n, p), alorsE(X) =np etV (X)=np@l- p).

Exemple 3 : Dans l'urne, lorsque I'on tire une boule, il y a deas possibles : rouge ou
pas. On a donc une épreuve de Bernoulli dont le succés est « la boule est rouge » de

S 1 , L s . ~ ..
probabilité p = 3 Cette épreuve est répétae- 3 fois dans les mémes conditions et de

maniere indépendante car il y a remise XEtst le nombre de boules rouges, donc le

1 n 1 k 2 n—-k
nombre de succes. Dor)(:a.///(B,éJ : vk e {0123} P(X =k) =(kj[§j [gj .

Et doncE(X)=3x = =1 e V(X)=3x2x2= 2
3 3°373

5) Loi hypergéométrique

Exemple: Dans une urne qui contieM boules avec une proportiom de boules
blanches (il y a donllp boules blanches), on effectue une successiorntideges sans
remise d’'une bouleX est le nombre de boules blanches obtenues.

Donc X (Q)=[0,n] et I'événement(X =k) est réalisé si I'on obtienk boules

blanches e{n-k) autres dans n'importe quel ordre.

Il 'y a équiprobabilité e€CardQ = Aj . Pour calcule€ard(X =K) :
n
« onchoisit les places des boules blanches : {}2} choix possibles.

« on choisit lek boules blanches successivement sans remise pariip lesules
blanches : il y aAy, choix possibles.
. on choisit les(n—k) autres boules successivement sans remise parmi(lesp)

boules non blanches : il yAR"('l‘_p) choix possibles.

k p” N(1-p) I k n—k
Donc:P(X =k)=~2 " Xﬁx )

Al AT K (n—k)
ij N@- p)j

k n-k

N

n
Cette derniére égalité montre que le probleme est identique si I'on effectue des tirages
simultanés.
Situation modéle 1l s’agit d’'un tirage simultané ou successif saamise den
individus dans une population 8eindividus qui comporte deux catégorieetB, etp
est la proportion de la catégohAe(avecNp entier).X est le nombre d’individus de la

catégorieA obtenus.

Donc : P(X —k)—(
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Définition: Une variable aléatoire discreteé suit la loi hypergéométrique de
parametres NeN*, neN* et pe]0l] avec NpeN*, ce que lon note

X7 (N,n,p),si:

L)
k n-k
X (Q)=[0,n] vke[On] P(X=k)= N .
Y
n
Pour les calculs, on posera augsi1l- p. D’abord, on vérifie quez P(X =k) =1.
k=0

b n b
On rappelle la formule de Vandermonn{aapr J = Z(ﬂ( J
n =\kAn-k

Zn:P(X—k)—an(kar(llkp)j‘;Zn:mpj(m j%X(NmN(l—p)j:l
)R

Calcul de I'espérance

(el
n Nl k A n-k 1 <, (NP N@L-p)
E(X)= S kP(X = k) = - k( j( j
kZ:(:) kzzo (Nj (Njkz‘i k n—k
n n
Np)  (Np-1 _ ~ Np < Np-1)(N@- p)
Oronavuquek(kj_Np( klj.Donc.E(X)_—(Njkzl( j( N j
n

1 Np-1)(N@-
En posantj =k -1 : E(X):&Z( P j( ( p)j Donc :

N =y ] n-1-j
n

E(X)= NNp (N__llj = Npgli::ll))ll(r’il(i\ln—)ln)! =np (formule de Vandermonde)
)

Calcul de la variance
N1
n o))
E[X(X-D]=> k(k-)P(X =k)=>_ N .
par, P, ( j
n

Np Np -2
Oronavwvuquek(k-1) K = Np(Np-2) K 2 |

Donc : E[X (X —1)] =wi('\'p_2j('\'(l_ p)j.

N =\ k-2 n-k
n
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n-2 _ _
En posantj=k—2:E[X(x_l)]:wz('\'p ZJ(N(l p)j.

N =y ] n-2-|j
n

Donc d’apres la formule de Vandermonde :
~1)(N-2 _ o\ Y
E[X (X _1)]=w _ Np(Np-1) x(N -2)! (N - n)!
(Nj N!(n—2)I(N —n)!
n

n-2
Donc : E(X?)- E(X) = PMNp=DN =D Hne E(X?) = np(Np=D(n-1) np.

N-1 N-1
nP(Np-1D(n-1 NNp-Np-n+1+ N-1-nNp+n
V(X)Z p( p )( )+np_(np)2:np p p p p
N-1 N-1
—Np-n+N+np N—-n
Donc :V(X)=n =np(l- )
(X)=nmp———— T

N-n

N-1

Dans le cadre du programme, seule la formule de I'espéeahéeretenir.

Exemple 2: On est exactement dans la situation modéle. L'urneiecaniN =10

Théoreme Si X~ (N,n, p), alorsE(X)=np etV (X)=np@d- p)

. 1 L ,
boules avec une proportiop = > de boules rouges et on extrait simultanémest 3

boules.X est le nombre de boules rouges obtenues. Déne .7 (10,3,%)

Wi s
k \ 3—k k \ 3—k
Donc :Vke 10123 P(X =k) = = .
= 10123 P(X =k) === 120
3

Et doncE(X)=3x == > & V(X)=3x2xsx 073 _ 7

2 2 2 2 10-1 12
Remarque Ces résultats ressemblent a ceux de la“dn, p) : seule la variance
différe. Et on peut remarquer queNsiend vers l'infini, la variance de/ (N,n, p)
tend vers celle de~ (n, p) . PourN trés grand, en moyenne, il revient sensiblement au

méme de faire des tirages avec ou sans remise. De maniere plus pridieadsiers
+00, n et prestant fixes :

[Nj N!'  N(N-2)..N-n+1) DonC'[NJ~ N"
n

n :n!(N—n)!_ n! nl

De méme [NDJ _ (Np)* et[N(l— p)j _IN@-pI™
k k! n—k (n—k)!

Donc : P(X =k) ~ (Np)l;E:ElQ!T\)I]:k " Dbonc: P(X =k) ~[EJ p“@-p)" .

Donc lorsqueN est tres grand devant la loi hypergéométrique7 (N,n, p) peut étre
approchée par la loi binGmiale’ (n, p) .

, . : . n
C’est un probleme de comparaisoni\det n car on néglige des termes de la forﬁe

: . L n
Dans la pratique, on utilise cette approximation Iors<|a|\|4;1€£ 0,1.
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1l — Lois discretes usuelles infinies

1) Loi géométrigue

Situation modéle Il s’agit d'une épreuve de Bernoulli, dont la pabbité de succes

estp. On la répete dans les mémes conditions et de maniére indépendante jusqu’a ce
gue I'on obtienne un succeésest le rang du premier succes.

Donc X(Q) =N* et 'événement(X = k) est réalisé lorsque I'on a obteifla—1)

édecs, puis un succes. Donc, étant donnée l'indépendd&iceé=k)= (1- p) k-1 p.
Définition : Une variable aléatoir¥ suit la loi géomeétrique de parametpe=]01], ce
gue I'on noteX ~ (p), Si:

X(Q) =N* vkeN* P(X =k) = 1-p)“Ip.
Pour les calculs, on posera augsi1- p (probabilité d’échec).

+00
D'abord, on vérifie qued_ P(X =k)=1.
k=1
On obtient une série géomeétrique convergente-darq<1 et, en posanf =k -1 :

+00 +00 K +o 1 1
D PX=k)=p2 a " =pp a' = px——=px—=1
k=1 k=1 i-0 -q P

Calcul de I'espérance
Dans le calcul deE(X), on obtient la série dérivée de la série précédente (donc

convergente) :
+00 +00 K +00 k1 1 1 1
E(X) =Y kP(X =k) =D kpg“ ™ = pY kg™ = px ——— = px—=—.
k=1 k=1 k=0 d-a) pe P

Calcul de la variance
De méme, dans le calcul dE[X(X —1)], on obtient la série dérivée de la série

précédente (donc convergente) :

EX (X -1)]=> kk-DP(X =k)=> k(k-1pa*" = pg) kk-1g">.
k=1 k=1 k=0

E(X?) - E(X) = E[X(X -1)] = px 2 _ pxi=i et E(x2)=i+%.

- 2
a-q)3 p p? p

2
Doch(X):E(Xz)—[E(X)]Z:—22+—1—£1j P 9
p= P \P p p
A npd - / 1 1-p
Théoreme Si X v~ (p), alorsE(X) :B e V(X) =—.
p

Exemple 4 : Dans l'urne, lorsque I'on tire une boule, il y @ud cas possibles : rouge
ou pas. On a donc une épreuve de Bernoulli dont le succes est « la boule est rouge » de

probabilité p = % Cette épreuve est répétée indéfiniment dans les mémes conditions

et de maniére indépendante car il y a remiseX Est le rang de la premiére boule
1(2

k-1
rouge, donc du premier succes. Doxe> ¢ @J :VkeN* P(X =k) =§[§J :
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1-=
Et doncE(X):%::ﬁ, & V(X)=—3=6.

1
3
2) Loide Poisson
Situation modele Il n’y en a pas vraiment. Les lois de Poisson mesgupar exemple
des flux d’individus pendant un temps donné : nombre de clients a une caisse de

supermarché pendant une heure, ou nombre de voitures se présentant a un péage
d’autoroute pendant une période fixée.

Définition : Une variable aléatoir¥ suit la loi de Poisson de paramefre=]0,+oo[ , ce

k
qgue 'on noteX . (1), si X(Q)=N etsivke N P(X = k)—%e

D'abord, on vérifie que Z P(X =k)=1.

k=0
On reconnait une série exponentielle (donc convergente) :
+00 +00 7\,k N N +00 7\‘k N N
Zp(x:k):ZFe =e Zﬁze xe~ =1,

k=0 k=0 k=0

Calcul de I'espérance
Dans le calcul deE(X), aprées avoir posé = k—1 on reconnait la méme série :

f f 2 Ao xz vy
E(X)=) kP(X=k)=) kx—e~ - A
= = K 1 (k- 1)I e j!
Donc : E(X) =2e ™ xe* = 1.
Calcul de la variance
De méme, en posant=k -2 :
~ B +00 7»1

E[X(X-D]=Y k(k-DP(X =k)=e* =2e My

[X( )]Z( JP(X = k) = Z(k 2 >

Donc :E(X?) - E(X) = E[X(X -1)] = 22" xe* =22 et E(X?) =22 + 4.
DoncV(X) = E(X?) —[E(X)]? =A% +L—22 =4

Théoreme Si X ~.7(A), alorsE(X) =X etV (X)=A.

Les calculs de probabilités sur la loi de Poisson se sfmnhta la calculatrice,
directement a partir des formules, soit par lecture des tables : elles donnent soit la loi
de probabilité, soit la fonction de répartition, soit les deux.

Exemple : On suppose que =5 et on veut calculeP(X =7) et P3< X <7).

;
Par la calculatrice P(X = 7)—57e ~ (104445

7 £k
P(3< X SY){ZS_J ~ 0741976
s K
Par lestablesP X(= #AF (AF (6 08666 07622 (0L044.
P 8X< AF (AF (3 08666 01247 07419.
Remarque Cette loi de Poisson est surtout importante @stane « loi limite ». En
effet, supposons qu’une variable aléatoiXe suive la loi binomiale.~ (n, p) et
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voyons ce qui se passe quamignd vers+oo. Pour tout entiek fixé etn>k, on a vu
k k
que : "~ bonc:P(X =k) - (P)” oomp)
k) K k!
n-k~n et sip est petit: Inl1— p)~-p. Donc (h—Kk)In(l— p)~—-np. Donc:
k
(n—Kk)In(l— p)=-np(1+¢,) avec lim g, =0. Donc : P(X =k) ~ %e””enmn .

nN—+o0

lim ¢, =0, donc sip est suffisamment petit pour que ne tend pas vers linfini,

N—>+o0

N—>+00 N—>+0

k
alors lim npe,, =0, donc lim ¢ ™ =1. Donc : P(X = k)~%e””.

Donc sin est tres grandy assez petit etp pas trop grand, la loir (n, p) peut étre
approchée par la loi de Poisson(np) (donc de méme espérance).

Dans la pratique, on utilise cette approximatiosdoen> 30 p<01 etnp<10.
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