Limites et continuité -1- ECS1

LIMITES ET CONTINUITE

| — Limites
On va appeler voisinage dec les intervalles de la formpA +oof avec A> 0.
On va appeler voisinage deo les intervalles de la formp-o,—-A avecA> 0.
On va appeler voisinage d’'un réeles intervalles de la formg—¢,a+¢ avece >0.

Pour ne pas séparer tous les cas on Rota droite réelle achevéeﬂi=[Ru{—oo,+oo}.
SiacR, onnote’ (a) 'ensemble de tous les voisinagesade
Définition : lim f(X)=b sivVe” (b) IWe 7 (a) VxeWnD, f(x)eV

X—a

Cette définition est valable poaretb appartenant & .
On traduit dans chaque cas la définition.

1) Limite finie ena

Soit f une fonction définie au voisinage dec’est-a-dire dont I'ensemble de définition
contient au moins un intervalle de la forre—r,a (on dira qu'elle est définie a
gauche dea) ou ]a,a+r[ (on dira qu’elle est définie a droite de Mais la fonctiorf
n'est pas forcément définie an

Définition 1: lim f(X)=¢ siVe>0 3Ja>0 V¥xeD; [|x-a<a=|f(X)-/<e.
X—a

Cela signifie que pour tout> 0l existe un /
voisinage W =la-a,a+qf tel que
fWND;)cll—¢ l+¢.

Donc graphiquement, la partie de courbe
correspondant &V N D; est incluse dans la

« bande » délimitée par les droites d’équations

y=F—-¢ ety=/+c¢.

Exemple 1 : Montrer queliml(3x+5): 2.1ci: f(xX)=3x+5, D; =R, a=-1et/=2.
X—>—

0

|f(x)—¢|=|(3x+5)— 4= Ix+ :].donc|f(x)—£|<ac>|x+]4<%.

Donc:Ve>0 Ja== VxeD; X+l <o=|f(x)-2<e.Et lim(3x+5)=2.
3 x—>-1
x-1 1

Exemple 2 : Montrer que)l(iszzé. lci: Dy =R-{-1}.
|f(x)_g|:X__1_}‘=| - 4|_2x-2
x+1 3 |3x+1) Ix+ 1

Ici la majoration est plus compliquée. On peut remarquer queestiste, il n'est pas
unique car toutoe £ o convient. On peut donc imposer des contraintesusuet par
exemple se contenter de chercher les réefsl qui conviennent.

Pour toutx e D; Vérifiant [x—2|< 1, on aura 1< x < 3, donc :1<|x+1 < 4.

2[x-2
5

Donc, pour toutx e D; vérifiant [x—2| < 1, on aura | f (x) - | <
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2|x—
Donc, si|x— 2| <1, pour que|f (X) - ¢| < ¢, il suffit que : | 3 2|<g, donc il suffit que :
|X—2|<%.DOI"ICV8>O Eia:Min(l,%) Vx e D; |x—2|<oc:>‘f(x)—%<g.
Donc:limx—_lzé.
x->2X+1 3

Remarque : SiaeD;, alors Va>0 |a-a/<a. Donc si la limite existe :
ve>0 |f(a)-¢|<e.Donc’=f(a).

Théoreme Si une fonctiorf est définie ema et au voisinage da, sa seule limite
possible eraest f (a).

C’est le cas des exemples précédents.

Interprétation géométriqueSi lim f (x)=/, alors la courbe dé admet un point
X—a

« limite » A(a, f (a)).
Parfois, comme par exemple pour la partie entierepmportement de la fonction est
différent & gauche et a droite de

Définition : Une fonctionf définie a gauche de admet une limite & gauche arsi sa
restriction aD; N] — o, @ admet une limite ea:

lim f() =¢sive>0 Ja>0 VxeD; a-a<x<a=|f(x)-(<e

X—a

Définition : Une fonctionf définie a droite da admet une limite & droite ensi sa
restriction aD; N]a, +oof admet une limite ea:
lim f(x)=¢sive>0 Ja>0 VxeD; a<x<at+a=|f(X)-/<e
x—a*
Les limites a gauche et a droite peuvent étre eiffies.
Théoreme Une fonctiorf définie a gauche et a droite dadmet une limite réelle en
a si et seulement si elle admet des limites réelles a gauche et a diegie
o lim f(x)=lim f(X dansle casoagD;.

X—a X—a

. lim f(x) = Iim+ f(¥ = f(a dansle casoaeD;.

X—a X—a

2) Limite infinie en a
Soit f une fonction définie au voisinage de

Définition 2: lim f(X) =+ siVA>0 Ja>0 VxeD; [x—al<a= f(x)>A.
X—a

Exemple : Montrer quelin?)iz:+oo. Ici: f(X) :i2 donc D; =] —o0, 0[]0, +oq[ .
X—0 X X

f(x)>As x2<%\ doncf(x)>A<:>|x|<i.

N

Donc : VA> 0 Jo= - Vx e Dy |X|<0L:f(X)>A.D0nC|imi:+oo.

\/Z x—0 X2

Définition 3: lim f(X) =— siVA>0 Ja>0 VxeD; |[x-d<a= f(X)<-A

X—a

On a les mémes définitions de limites a gauchededite.

Exemple : Soit g(x) = 1. Le comportement est différent.
X

Sur]0,+oo[ , g(X) > A= 0< xél. Donc lim g(x) =+x.
A x—0*
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Sur]—o,0[, g(x)<—Ac>—£§x<O. Donc lim g(x) =-x.
A x—0~

Interprétation géométriqueQuandx tend versa (a
gauche ou a droite), le point variabié (x, f (x))

se déplace sur la courbe : son abscisse se rapproche
de a tandis que son ordonnée tend vers l'infini. Il

se rapproche donc de la droite d’équatios a :

on dit alors que la droite d’équation=a est
asymptote verticale a la courbe.

Théoreme Si lim f(x)=+x (a gauche ou a

X—a
droite), alors la courbe représentative fdadmet /
une asymptote verticale d’équatian- a. 7o

3) Limite finie a I'infini
On dira qu’une fonctionf est définie au voisinage de«~ si son ensemble de
définition contient au moins un intervalle de lanfi@r]a,+oo[ .

Définition 3: lim f(X) =/ sive>0 3IB>0 VxeD; x>B=|f(X)—/|<e.

X—>+00

X X

Exemple : Montrer que lim =3.lci: f(X)= ! doncD; =R. Et/=3.
x>0 @ +1 e +1

3 -1 | -4| 4
PO - A e B
| o | ‘ex+1 3{ |ex+]J e +1

4 . . .
Donc |f(x)—¢| <&« € +1>—. Sie>4, c'est toujours vrai cae” > 0.
€

Etsie<4, anrs:|f(x)—£|<g©x>ln(ﬂ—1j.
€

Donc : Ve >0 Elen(f—j vxeD; x>B=|f(x)-/<e.
€

X
: -1

Donc: lim %
x>+ @8 +1
On dira qu'une fonctionf est définie au voisinage de« si son ensemble de
définition contient au moins un intervalle de lanfi@r] — o, & .

=3.

Définition 4: lim f(X) =/ sive>0 3IB>0 VxeD; x<-B=|f(x)-/|<e.

X—>—00
X X
Exemple : Montrer que lim 3 l=—1. ICi : f(x)=3e ldonch =R.Et/=-1.
x>0 @ 41 e +1
X X
|f(x)—£|:|3e L, :| ‘e |: 4
‘eX+1 ‘eX+]l e +1

_ 4 . . . _
Donc |f(X) - (| <& < € +1>—. Sig>4, c'est toujours vrai cag™™ > 0.
€

Et sic <4, alors :|f(x)—£|<g©x<—ln(f—1j.
€

Donc : Ve >0 Elen(f—j vxeD; x<-B=|f(x)-(|<e.
€
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X

Donc: lim % -1

x>0 @ +1
Interprétation géomeétrigueQuandx tend vers
o, le point variableM (x, f(x)) se déplace \
sur la courbe : son abscisse tend vers [linfini \\
tandis que son ordonnée se rapprochée dg
se rapproche donc de la droite d’équation
y=/ : on dit alors que la droite déquation 0

y =/ est asymptote horizontale a la courbe.

=-1.

Théoréeme Si lim f(x) =/, alors la courbe deadmet une asymptote horizonta

X—>F00

d’équationy = /.

e

4) Limite infinie a linfini
Définition 5: lim f(X) =40 SiVA>0 3IB>0 VxeD; x>B= f(x)>A.

X—>+00

Exemple : Montrer que lim IXx=+oo. Ici f(X)=Inx et D; =]0,+oo[.

X—>+00

On pourrait dire quef (x) > A< x > e”. Mais pour définir 'exponentielle, on utilise
le théoréme de bijection, et donc limxlg +o.

X—>+00
Donc on raisonne autrement en n’utilisant que le logarithme.

On sait que In est croissante, qo&" =nin2 et queln 2> 0 car 2>1.

Soit A> 0. Pourtoutn>%, onaln2" > A. Donc six>2", alors Inx> In2 > A.
n

Donc:VA>0 3IB=2" VvxeD; x>B:>f(x)>Aavecn=Ent(%}+1.
n

Définition 6: lim f(xX)=—0 SiVA>0 3IB>0 VxeD; x>B= f(x)<-A.

X—>+00
Définition 7: lim f(X) =40 SiVA>0 3IB>0 VxeD; x<-B= f(x)>A.

X—>—00

Définition 8: lim f(xX)=—0 SiVA>0 3IB>0 VxeD; x<-B= f(X)<-A.

X—>—00

Interprétation géometriguelLorsque lim f(x) =, le probléme est de comparer les
X—>»00

ordres de grandeur dig(x) et dex. On étudie donc le rappoztﬂ.
X

Si lim m:oo, cela signifie quex=0 { X )tommex?. Par analogie, on dira que
X—wo X o0
la courbe dé admet une branche parabolique de direc@ign

Si lim M: 0, cela signifie quef X 30 X ):omme\/;. Par analogie, on dira que

X=X

la courbe dé¢ admet une branche parabolique de dired@ign

Si lim M: a (a=0), cela signifie quef (x)~ax. On cherche alors a déterminer
X—>0 X 0

'ordre de grandeur dé (x) — ax.
Si lim [ f(X) —ax] =, on dira que la courbe dgossede une direction asymptotique
X—>00

y = ax (mais pas d’asymptote).
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Si lim [ f(X) —ax] =b, on dira que la courbe deposséde une asymptote d’équation

X—>00

y =ax+b. En effet, siM est le point de la courbe d’abscisset P celui de la droite,

alors PM = f(x) —ax—b. Donc lim PM = 0. La courbe se rapproche de la droite.
X—>00

Définition : Les courbes des fonctiohgt g sont des courbes asymptotes a I'infin| si
lim [ f(X) — g(x)] = 0. En particulier, une droite d’équation= ax+b est asymptote g
X—00

la courbe dé a l'infini si lim [ f (x) —ax—b]=0.
X—0

C’est équivalent a dire quef:(x) = ax+b+¢(x) avec im ¢ k = Q
X—>00

En résumé Si lim f(x) = et:
X—00

Si lim O _ w0, la courbe dé admet une branche parabolique de diredign
X=X

f(x)

Si lim —== =0, la courbe dé admet une branche parabolique de direciign
X=X

Si lim M=a (a=0)et:

X=X
- Silim[ f(X) —ax] =, la courbe dé posséde une direction asymptotigque ax .
X—00

- Si lm[f(X)—ax]=b, la courbe def a une asymptote oblique d'équation
X—>00

y=ax+Db.

Il — Propriétés

1) Unicité

Théoréme Si une fonctiorf admet une limite réelle eacR, cette limite est unique.
Onlanote /= im f X )ou/=Iim f .

X—a a

. , S _ ly—1
Démonstration On suppose qu'il existe deux limitég < 7, et on pose = —2—1

Par définition 3oy >0 VxeD; |x—al<ay =|f(X)— ¢4 <e.

De méme Ja, >0 VxeD; [|x—al<ay=|f(X)-(,]<e.

[F()—t4]<e

[f() -0, <e

Donc f(x) appartient a l'intersection di¢; —¢,¢, +¢[ etde]l/, —g, 0, +¢[. Or C'est
impossible car’; +& </, —e. Donc la limite si elle existe est unique.

2) Opérations algébrigues

Tous les tableaux des opérations algébriques concernent tous les types de limites.
Les théoremes suivants sont admis ici, mais se démontrent a l'aide des définitions.

Donc en prenant.= Mig o, ) Vxe Dy |x—aj<oc:>{

u v u+Vv
4 r {4+ 0 u v uv

+00 A + o0 l r 175

—o A —o o 0'#0 o0

+0 | +© + 0 0 0 Indétermination

— 00 — 00 — 00 o0 o0 o0

+o0 | —oo |Indéterminatior On compléte par la régle des signes.
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1 u

u — u \V; el

u Vv

1 l

(#0 — l 0'#0 —

4 4

0 ) {#0 0 o0
0 0 0 0 Indétermination

Lorsque le dénominateur tend vers 0, il —> ¢ ®

faut en étudier le signe, car les tableaux ¢ © _ 0 _

ne donnent que la valeur absolue. e o | Indétermination]

3) Composition de limites

Théoréeme a, b et / sont des réels (éventuellement gauche ou droite)cou

Silim u(x)=b et silim v(x) =/, alorslim (vou)(x) = ¢.
X—a x—b X—a

Il est souvent commode de le rédiger par changerdentvariable : en posant
X =u(x), le théoréme revient a écrifien (vo u)(x) = lim v(X).
X—a X—b

Exemple : lim X—_i:O (positif car x> 3. Donc lim In(x—_lJz im InX =—w.

X1t X+ x->1I" \X+1l/ x-o0
. x-1 . X . x-1 .
Iim —== Ilim —=1.Donc Im Inl—=|=Ilm InX =0.
x——0o X+1 x—>—0 X X—>—00 X+1 X—1

4) Propriétés liées a la relation d’ordre
Le passage a la limite est compatible avec la relation d’ordre.

Théoréme Si, au voisinage da R, on au(x) < v(x), alors :

- siuetvadmettent ea des limites réelles, alors : limnx (<) linx (. )
X—a X—a

- si lim u(x) =+, alors lim v(x) = +o.

X—a X—a
- si lim v(x) = —o0, alors lim u(x) = —o.
X—a X—a

Remarque Dans le théoréme, on a des inégalités larges.eVi@rau voisinage ds
on au(x) <v(x), au passage a la limite, on ne pourra conclura Bjoégalité large.

En effet, une fonction strictement positive, comghepar exemple, peut tendre vers 0.
X

Exemple : On démontre par étude de fonction qua < R* x<e*.

Donc lim e* = +w.
X—>+00

Théoréme d’encadremensi, au voisinage da <R, on au(x) < f (x) <v(x), et siu

etvont ena la méme limite réelle , alorsf a aussi une limite réelkt lim f(x)=/¢.
X—a

Remarque Ce théoréme démontre I'existence de la limité de
Exemple : On démontre par étude de fonction qu#e [L+o][ 0<Inx< x-1.

Donc Vx e [L+o] 0<In+/x <+/x—1. Donc Vx e [1,+o0] o< X 2 _2
X JJx X
. 2 2 s L , . Inx
lim | —=—-—[=0. Donc d’aprés le théoréme d’encadremenitn —— =0.
X—>+00 \/; X X—>+0 X
Et par composition aveg(x) = 1, on en déduitlim xInx=0.
X x—0*
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sin X
Exemple : C’est aussi comme cela qu’on démontre bpoe—— =1.
x>0 X

5) Limite d'une fonction monotone
Théoreme Sif est une fonction croissante Jarb[ , alors :
- sielle est majorée, elle admet une limite réelldbenSinon Iimﬁ f(X) =+0.

- Sielle est minorée, elle admet une limite réelleaén Sinon lim f(x) = - .

x—a*

Comme une fonctiohest décroissante si f est croissante, on a :
Théoréme Sif est une fonction décroissante $ar , alors :
- dielle est minorée, elle admet une limite réelleben Sinon Iimﬁ f(X)=-

- Sielle est majorée, elle admet une limite réelleeenSinon lim f(x) = +oo.

x—a*

Ces théoremes se démontrent a l'aide de la promhéle borne supérieure de.

1l — Comparaison des fonctions en un point

Il s’agit de comparaison de fonctions au voisinageadeR . La fonction n’est pas
forcément définie ea sia est réel.

1) Fonctions équivalentes

Définition : Soientf et g deux fonctions définies au voisinage ae R. Les fonctions
f et g sont équivalentes au voisinage aes’il existe un voisinage/ de a et une
fonction ¢ définie sutV tels que :vxeV f(X) =[1+¢&(x)]g(X) et Ime (k)= 0.

X—a

Onnotef ~g.

a
On peut remarquer qu'au voisinage alef et g ont le méme signe car la fonction
x— 1+¢(x) tend vers 1, donc est positive au voisinagea.de

Théoréme Sig ne s’annule pas au voisinageajef ~g ssi lim 069 =1.
x—a g(X)
f(X) .
En effet——==1+¢(x) et lime )= 0.
a(x) x—>a

Cela permet de déterminer des limites en comparant avec des limites connues.
En effet lim [1+ &(x)] =1, et donc S|I|m g(x) = ¢ (réel ou infini), alorslim f(x)=¢.
X—a X—a

Réciproquement, dim f(x) =/ et I|m g(x) =/ (réel non nul), alordim —— f(x) =1
x—a x—a g(X)

Théoreme Si f ~g et sig a une limite (finie ou non) ea, alorsf admet la méme
a

D

limite. Réciproquement, $iet g ont la méme limite réelle non nullelors f ~g .
a

La réciproque est fausse si la limite est nullendimie (par exemple et x> en 0 ou+ ).
Transitivité: Si f ~g et g~h, alorsf ~h.
a a

a

Compatibilité avec le produitSi f;~g, et si f,~g,, alors f;x f,~g;x0,.
a a a

f 9

foagy

Compatibilité avec la puissanc&i f ~g, alors|f|* ~|g|” (o réel quelconque).
a a

Compatibilité avec le quotientSi f1 g, etsif,~ gz, alors—
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En particulier, sif ~g, alors|f|~|g| et Jf~4g siles fonctions sont positives.
a a a
Démonstration
e f~g doncilexisteV; ete; : VxeV; f(X) =[1+g(X)]ag(x) et lime; k)= 0.
a X—a

g~h donc il existeV, ete, : VxeV, g(X) =[1+e,(X)]h(x) et lim e, (x)=0.
a X—a

Donc VxeV; NV, (X =[1+e( X][1+ex(X]h(X) =[1+ e(x)]h(X)
avece(x) =g1(X) +e5(X) +€1(X)e>(X), donc lime & )= Q Donc f ~h.

e f;~g; doncilexisteV; eteg : VxeV; f1(X) =[1+&1(X)]9:(X) et limeg; x)=0
a X—a
f,~0g, donc il existeV, ete, : VXxeV, fo(X) =[1+e5(X)]g,(X) et lim e, (x)=0
a X—a

vxeVinVy (X TR =[1+e( XL +e2(X)]91(%) 92(X) =[1+&(X)]91(X)92(X)
avec g(X) =g1(X) +e5(X) +€1(X)e(X), donc lime & )= Q Donc f{x f,~g;x Q5.

De méme VxeV; NV, () = 1+, (9 X 9:(%) =[1+ g(x)]xgl_(x)
fo(X) 1+ea(X) 92(x) g2(x)
avece(Xx) :“8—1()()—1, donc lime & = Q Donci~&.
1+e,(X) X—>a f,ag,

e f~g doncilexisteV ete : VxeV f(X) =[L+&(x)]g(x) et Ime )= 0.
a x—a
Donc :vxeV [f(X)|" =[L+e(x)]*|g(¥)|" . Or [L+&(x)]* = e+,

lim [1+¢(x)]* =1 donc|f|* ~|g|*. Sia =1, |f|~]g| et sia = 1 Jf~Jg.
x—a a a 2 a
Mais on ne peut pas
ajouter des équivalents ou remplacer un terme d’une sonamerpéquivalent.
Exemple: f (X)= X% +1~ x? et gx)= —x2+1~-x% mais f (X)+g(X)=2 n'est
+

Q0 +00

pas équivalent a 0.
composerdes équivalents par une fonction quelconque.

E le: 2 — 2 o XX A1 d@ S
xXempie: X+ X~ X" maise n'est pas equivalent : lim
+00 X—>+00 eX

Equivalents a connaitre
" —1~x In(1+ x)~ X @1+ x)* —1~ax
0 0 0

. 1
gn X~ X tanx~ x 1- cosx~= x>
0 0 02

A l'infini, un polyndme est équivalent a son terneepdus haut degré, et une fractior
rationnelle au quotient des termes de plus hautéddgrson numérateur et de son

apX" +..+ayx+ag  apx"

dénominateur a,x" +...+ a;x+ag ~a,x" et
0 byXxP +...+byx+by © by xP

En 0, un polynbme est équivalent & son terme de Iphgsdegre, et une fraction
rationnelle au quotient des termes de plus bas ddgréon numérateur et de son

anX" +..+aX+39 _ap S {ao £0
bpXP +...+byx+by 0y [ =0

dénominateur a,x" +...+a;X+ap ~a, et
0
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X
L -1 . In(1+x
Pour les deux premierslim € =1et lim InL-+x)
x—>0 X x—0 X

=1.

L+ x)* —1=e*"EX _1 et lim o In(L+x)=0. Or &* —1~
x—0

Donc (+x)* — 1~a In(L+ x). Et In(1+ x)~x. Donc 1+ x)* _1300('
sin x tanx

Im—:l et limcosx = ldoncllm—:l.
x—=0 X x—0 x—=0 X

2
1-cosx = Zs,ir?5 donc 1- cosx~2 X donc 1- cosx~1x2.
2 o \2 02

Les propriétés des polyndmes se démontrent en montrant que la limite du quotient est 1.
Les propriétés des fractions rationnelles se démontrent par compatibilité avec le
guotient.

2) Fonctions négligeables

Définition : Soientf et g deux fonctions définies au voisinage de R. La fonctionf
est négligeable devant la fonctigmu voisinage da s'il existe un voisinag¥ dea et
une fonctione définie suV tels que :WxeV f(x) =¢e(x)g(x) et Im e )= 0.

X—a

Onnotef=0¢ )
a

Théoreme Sig ne s’annule pas au voisinageajef = o(g) ssi lim ——= f(x) =0.
x—a g(X)
En eﬁetﬁ =¢(x) et lime(x)= 0.
a(x) X—>a
lim &(x)=0, et donc S|I|m g(x) =/ (réel), alors Iimf X ¥ O
x—a x—a
Réciproquement, si lini x(9 @t I|m g(x) = ¢ (réel non nul), alordim ——= f(x) =0.
x—>a x—a g(X)
Théoréme Si f = o(g) et sig a une I|m|te (réelleena, alors Imf & = O.
X—a

Remproquement, simh f x(9 @tlim g(x)=/¢ (réelle non nullg alorsf=0@ ).
X—a X—a a

Mais sig a une limite infinie, on peut avoif =0 g( gvec lmf & )= Q
a X—a

Exemple : x = o(xz) mais lim X=+oo.
+00 X—>+00

Et on peut avoir imf X ¥ Cet Ilmg(x) 0 sans quef = o d)

X—a

Exemple: im x=0 et lim = 0 mais lim —¢O.

x—0 x—0 x—0 2X

Transitivité: Si f =o(g) et g=o(h), alorsf =0 ).
a a a

Compatibilité avec un équivalensi f =o(g) et g~h, alorsf =0 ).
a a a

Sig=o(f),alorsf +g~f.

Compatibilité avec I'addition Si f; =o0(g) etsi f,=0(@), alors f; + f,=0(g) .
a a a

Compatibilité avec le produitSi f;=0(g,) et si f,=0(@, ), alors f;f,=0(g9,9,) .
a a a

Compatibilité avec la puissanc&i f =o(g), alors|f|* =o(g|*) si a > 0.
a a
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En particulier, sif =o ¢ )|f|=o(g|) et Jf =0(/g) siles fonctions sont positives.
a a a

Démonstration
o« f=0(g) donc il existeV; eteg; : VxeV; f(X)=¢g1(X)g(x) et lime; X)= 0.
a X—a

g=o0(h) donc il existeV, ete, : VxeV, g(X)=¢g,(x)h(x) et lim e, (x)=0.
a X—a
Donc VxeV;nV, f(X) =¢g1(X)e,(X)h(X) =e(X)h(X) avec &(x) =g1(X)eo(X),
donc lime & )= O Donc f =0 f).
X—a a
o« f=0(g) doncilexisteV; eteg; : VxeV; f(X)=¢g(X)g(x) et lime; X)= 0.
a X—a
g~h donc il existeV, ete, : VxeV, g(X) =[1+e,(X)]n(X) et lim g, (x)=0.
a X—a

Donc VxeV; NV, (X)) =g1(X)[1+eo(X)](X) = e(X)h(X)
avecg(X) =¢g1(X)[L+¢€5(X)], donc lime & )= Q Donc f =0 ).

. gjo(f) donc il existeV ete : VxeV g(x) =¢(X)f(x) et IXiLnag(x)zo.
DoncvxeV f(x)+g(xX) =[1+¢&(x)]f(x). Donc f + g—;f :

. flzo(g) donc il existeV; etg; : VxeV; f1(X) =e1(X)g(X) et Xlirr;lg1 x)= 0.
fzzo(g) donc il existeV, ete, : VxeV, f5(X) =£g2(X)g(X) et_)l(:Eagz(x):O.

Donc :VxeVi NV,  f1(X) + fo(X) =[g1(X) +€2(X)]9(X) = e(x)g(X)
avec g(X) = ¢&1(X) +€5(x), donc lime & )= Q Donc f; + f,=0(g) .

e fy=0(g;) donc il existe V; et g : VxeV; f1(X)=¢e1(X)0g.(X) et
a
lim g, (x)=0.
X—a

f,=0(g,) donc il existeV, ete, : VxeV, f5(X) =g5(X)go(X) et lim e, (x)=0.
a X—a

Donc : VxeV; NV, f1(X) f2(X) = £1(X)e2(X) 91(X) 92 (X) = &(X) 91(X) 92 (X) .
avece(X) =g1(X)e,(x), donc lime & )= Q Donc f,f,=0(9:05) .

« f=o0(g) doncilexisteV ete : VxeV f(x)=ge(x)g(x) et Ime )= 0.
a X—a
Donc :vxeV |f(X)|" =|e(¥)]*|9(¥)|". Or sia> 0, alors lim[e(x)|* =0.
X—a

Donc |f|* =o(g|”). Donc|f|=o(|g|) poura = let./f =o(y/9) pourazé.
a a a

Mais on ne peut pas
diviser deso.

f_ 1
g(x)  x

Exemple: f(X)= xﬁgo(x) et g(x) = xzzo(x) mais n'est négligeable

ni devantx ni devant5 =1
X

composerdeso par une fonction quelconque.
Exemple: x = o(xz) maisIn x n’est pas négligeable devaln(xz) =2Inx.
+00
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Négligeabilités usuellesx* 3O(XB) sia>B>0 x* =o(xP) si0<a <P
+00
(|nx)B=o£iaj sia>0etp>0 (Inx)P = o(x*) sio> 0etp>0
0 X +00
X 1 ; a Xy o
e =0 —|sia>0 x* =o(e”) sia>0
—0 |Xa +00
x* x*
En effet :lim =—=1lim x*? =0 sia>B. Et im == lim x*P? =0 sia<p.
x—0 XB x—0 X—>+00 XB X—>+00

Les autres sont les conséquences des croissances comparées :

lim x*’P Inx =0 doncIn x= [ij donc (In x)P =o[ij.
X(x/B 0 o

x—0 0 X
. Inx alp B o
lim =0 doncln x = o(x™"'") donc(Inx)" = o(x™).
X—>+00 XOC/B +o0 +o0

. 1 et
lim |Y“e* =0 donce* = o ——|. Et lim —=0 doncx* =0 €*).
X—>—00 —o0 a X—>+00 x & s

|V — Continuité

1) Continuité en un point

Définition : Une fonctiorf définie sur un intervalle contenang (et non réduit @) est
continue era si elle admet ea une limite réelle égale &(a) :

Ve>0 Ja>0 Vvxel |X—aj<0c:>|f(x)— f(a)|<8
La fonction est continue a gaucheaesi elle admet une limite a gauche égalé(@).
La fonction est continue a droite asi elle admet une limite & droite égald éa) .
Le probleme est I'existence de la limite car on @ua si elle existe, c’est(a) .

Exemple: f(x)=x*en2.0Onalf(x)- f(2)=|x-2x|x+2|.

Donc vx e [13] |f(x)- f(2) <5x-2.

Donc : Ve >0 Jo, = Inf(l,%) vxeR |x-2/<a=|f(x)-f(2)<e.
Contre-exemple : f (x)= Ent(x) =| x| en 1 par exemple.

vxelod f()-f@Q)=-1etvxe L2 fx)-f@Q)=0.

Donc pour touto > Cet pour toutx e I— a. 1+ a[~]0] : |f (x)— f ()| =1.

. 1 —
Donc sie = 5 par exemple, on ne pourra pas trouwetel que pour touk vérifiant

x=1 <o onait|f (x)- f @) <e.

Donc la fonction partie entiére n’est pas continue en 1. Par contre, elle est continue a
droite en 1 puisqu’elle est constante a droite. Elle n’est pas continue a gauche en 1.
Théoreme Une fonctionf définie sur un intervalle ouvertcontenani est continue
ena si et seulement si elle est continue a gauche et a draite en

Ce théoreme correspond au théoreme analogue dimites.

Lorsquea est une borne de l'intervallela continuité era coincide avec la continuité
a gauche ou a droite.
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Prolongement par continuité
Prolongement par Soit | un intervalle etael. Sif est une fonction définie sur
| —{a} et sif admet era une limite réelle’, alors la fonctiorf est prolongeable par
continuité ema : la fonctiong définie par :g(a) =/ et Vx el —{a} g(x) = f(x) est
continue era et s’appelle le prolongement par continuité daa.
En effet par constructiotim g(x) = lim f(x) =/ =g(a).

X—a X—a

On peut remarquer que ce prolongement par continuité est unique.
Interprétation géométriqueOn a vu que la courbe dl@dmet un point limiteA(a, /) .

C’est le point que 'on ajoute pour obtenir la courbg.de
Opérations
Théoréme Sik est un réel, su et v sont deux fonctions continues analors les|

. . . u .
fonctionsu + v, ku etuv sont continues ea ainsi que— si v(a) # 0.
v

C’est une conséquence des opérations sur les limites

Théoréeme Siu est une fonction continue enetv une fonction continue en(a),
alors la fonctiorv o u est continue ea.

C’est le théoréeme de composition des limites.

2) Continuité sur un intervalle
Définition : Une fonctionf est continue sur un intervallesi elle est continue en tout
pointadel.
Lorsque l'intervalld est ouvert, c’est la continuité a gauche et a droite en tout point.
Lorsquel =[a b], c’est la continuité a gauche et a droite en taimtpde Ja, b, la
continuité a droite ea et la continuité a gauche an

Théoreme Sik est un réel, gil etv sont deux fonctions continues sur un interville

. : o u
alors les fonctionsu + v, ku et uv sont continues sut ainsi que— en toutae | tel
v

quev(a)=0.

Si u est une fonction continue sliret v une fonction continue suu(l), alors la
fonction veu est continue sur.

C’est une conséquence du théoreme que pour la a@étén un point.

Théoreme

Les fonctions polyn6mes sont continues Rur

Les fonctions rationnelles sont continues sur legemble de définition.

Les fonctions logarithmes sont continues Ky oo[ .

Les fonctions exponentielles sont continuesRur

Les fonctions puissances— x* sont continues sur leur ensemble de définition.
Les fonctions sinus et cosinus sont continuesksur

Les fonctions tangente et cotangente sont contswreleur ensemble de définition.

La fonction partie entiere est continue $Z . Elle est continue a droite en tqut
point deZ , mais discontinue a gauche.

3) Propriétés
Rappel: Soitf une fonction définie sur un intervalle
On appelle image de l'intervallepar la fonctiorf 'ensemble notéf (1) de toutes les

images des éléments e f (1) = {f (x) / xe 1 }.
Cet ensemble permettra de résoudre des équatides etéquations dais

U7
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En effet, résoudre I'équatiofi (x) = 3 sur l'intervallel revient a déterminer les réels

de lintervallel dont 'image est 3, donc les antécédents de 3.
Si3¢ f(l), 'équation n’a pas de solution.

Et si3e f(l), 'équation admet au moins une solution dans

L’équation f (x) = k admet des solutions dahsi et seulement die f(I).

De plus, si par exemplé (I1)=]13, alorsvxe | f(x) €3, doncl< f(x)<3.
La détermination de I'ensemblg(l) donne donc aussi un encadremerntt slel.
Théoréme des valeurs intermédiaires'image d'un intervalle par une fonctign
continue est un intervalle.

On admet ce théoreme. Il signifie que si la foncpoend deux valeurg; = f x{ &t
y, = f(X,) surl, alors elle prend au moins une fois toutes les valeurs comprises entre
y; et y,. Donc toute équation de la formigx) =k ouk est compris entrg; et y,

admet au moins une solution. En particulierf sst continue sur un intervalle etfsi
prend une valeur positive et une valeur négative, elle s’annule au moins une fois.
Mais l'intervalle image n’est pas forcément de méme nature que lintervalle de départ.

Exemplel: f(X) = x? et | =]-22[. L'image estf (1) =[04] .

2
Exemple2: Si f(x) = 2X ,onaf'(x) :%, donc le tableau suivant :
X +1 (x“+1
X — 00 -1 1 + o0
f' 0O + 0 -

fON _]/2/]/2\ ;

Si | =] —o0,+o0[, alors f(|)=[—%,+%}.

Un seul cas donne toujouessméme genre d’intervalle.

Théoreme L’image d’'un segment par une fonction continueuassegment.

Donc sif est continue sur =[a,b], alors f(1) =[m M].

Les réelsn etM représentent le minimum et le maximumfaer | =[a,b]. On note :

m=Min f(t) etM =Max f (t).
te[ab]

te[ab]
lls appartiennent af (1). Il existe donc des réetsetd del tels quem= f(c) et
M = f(d). Doncf atteint ses bornes.
Et d’'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, elle prend toutes les valeurs
comprises entrmetM : Yke[m M] 3xe[ab] k= f(X).
Conséquence Toute fonction continue sur un segméatb] est bornée, atteint ses
bornes m=!\e/[laiﬂ] f(t) et M ='t\e/|[3))](f(t)’ et prend au moins une fois toute valeur

comprise entre ces bornes.
Par contre, elle peut prendre plusieurs fois cextawaleurs. Pour avoir l'unicité, il

faut supposer en plus que la fonction ne prend pas plusieurs fois la méme valeur, c’est-
a-dire qu’il nexiste pasa<b tels que f(a) = f(b). C'est en particulier le cas si la
fonctionf est strictement monotone.
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Théoréme de la bijectionSif est une fonction continue et strictement monotong sur
un intervallel, alorsf réalise une bijection dedans f (). Sa fonction réciproquge

f 1 est continue sur lintervallef (1), strictement monotone de méme sens| de
variation quef et sa courbe représentative est symétrique de cellpaterapport a I
droite d’équationy = x .

Le probleme revient donc a la détermination de gend (1) .

Théoreme Sif est une fonction continue et monotone sur un intervalle f¢eniod,
alors f([ab]) =[f(a), f(b)] sif est croissante eff([a b]) =[f(b), f(a)] sif est
décroissante.

Ce théoreme de bijection permet de construire dgalles fonctions :

Exemple 1 : La fonctionf : x+— x" (neN*) est continue et strictement croissante sur
[0,+o0[ , donc est bijective d§0,+oo[ dans f ([0, +o) =[ f(0), XIim f(X)[=[0+o[ . La

—>+00

1S4

fonction réciproque est la fonction racinééme notée x— ¥/x. Le cas particulier le
plus connu est celui de la racine car(ge: 2).
Exemple 2 : La fonctionf : x+ Inx est continue et strictement croissante |Su#o]

donc est bijective dd0,+o[ dans f(]0, +of) 5 lim f(X), lim f(X)[=] —oo,+oo[. La
Xx—0" X—>+00
fonction réciproque est la fonction exponentielle.

V — Réciprogues des fonctions trigopnomeétrigues

1) Fonction cosinus

Théoreme La fonction cosinus est définie s, paire et périodique de pério@e .

Il suffit donc de I'étudier SUI{O, n]. Le point |(E’Oj est centre de
La parité permet par symétrie par _ 2
rapport a laxe des ordonnées symétrie de la courbe car :
d’obtenir la courbe sur-n, n] . vxeR cosf—X)=—cosx.
La périodicité permet par translations
de vecteurs2kri (k eZ) d'obtenir a 8
toute la courbe. /N
v "

Théoréme La fonction cosinus est continue et dérivable RurvxeR (cos)(x)= —sinX.

Donc :Vxe]0m[ (cos)(x)>0 et (cos)k )= O<= x=00u x=m.

Donc la fonction cosinus est strictement décroissante[Gu]. De plus elle est
continue, donc elle définit une bijection & x] dans [cos coD]=[-1]].

Définition : La restriction de la fonction cosinug@n] est bijective dg0, n] dans[-1]]

) , . X = COS
et on appelle Arccosinus sa réciproquexe [-11] y = Arccosx < { y
O<y<m
On obtient le tableau des valeurs usuelles :
y B T R S B S B I I
2 2 2 2 2 2
5n 3 2% T T T T
Arccos — — - - = — = 0
& 6 4 3 2 3 4 6
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Théoreme La fonction Arccosinus est définie, continue eiceement décroissante
sur [-1]] a valeurs danf0, t]. Sur cet intervalle, sa courbe est symétrique e de

cosinus par rapport a la premiére bissectrice.

X -1 0 1
Arccos| || - -1 - | \

2

T i/
A T
CCOS ) \

Propriété: Vxe F 11] Arccos(X) = nw— Arccosx
Démonstration On poseo = Arccox et 3 = ArccosEx) .
Donca €[0,n] et e[0,n]. Et:cof3 =— cost=cos(t—a).
Orsi0O<a<m, alorsO<n—a<mr.Donc par injectivité¢ f=n—a..
Théoréeme La fonction Arccosinus est dérivable sjir1]] et :

1

Démonstration Soit ae [-11] et x e [-11] avec x # a. Le taux d’accroissement est :

vxe - 1] (Arccos)(x)=—

Arccosx — Arccosa -b
T(X)= = y avecy = Arccosx et b= Arccosa.
X—a Ccosy — cosb
Or la fonction Arccosinus est continue. DofimArccosx = Arccosa.
X—a
y —

Donc :lim T(X) = lim si elle existe.
X—a

y-b COSy — cosb
La fonction cosinus est dérivable 40rn] et Vy e [Ot] (cos)(y)=-sny.
Donc : IirrLL_EOSb =-snb. Et silb= 0 ssibe {0,n}, donc ssiae {-11}.
y— y_
Donc sia=+ 1 lim T(x) = . Donc la fonction Arccosinus n’est pas dérivablaen

1 1

snb 1_a2

b €]0, nf donc sirb > 0. Donc la fonction Arccosinus est dérivableaen

car : sifb= L co§b=1-a% et

Mais siae]-11 : ImT(x) = -

2) Fonction sinus

Théoreme La fonction sinus est définie siR, impaire et périodique de pério@e .

Il suffit donc de I'étudier sur0,]. La droite d’équatiorx = est axe de
La parité permet par symétrie par 2
rapport a l'origine d’obtenir la courbe
sur[-m, ] .

symétrie de la courbe car :
VxeR sin(t—Xx)=sinx.

La périodicité permet par translations . -
de vecteurs2kni (keZ) dobtenir o -
toute la courbe. \_/ \_/

Théoréme La fonction sinus est continue et dérivable Bur Vxe R  (sin)'(k )= cosXx.

T T . . T T
Donc :Vxe |-—,= sin)'(x) > 0 et (sin)'(X)=0 X=—— 0U X=—.
6}22[()(» (sin)’(X)=0< 5 5
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N a

Donc la fonction sinus est strictement crmssante{sugﬁ, } Elle est continue, donc

v

} est bijective de{—z,z} dans
2 2

elle définit une bijection d%—— —} dans{sm( Ej,sm(
2 2 2

N

I\)I;I

Définition : La restriction de la fonction sinus[‘ %

X=sn y
[-11] et on appelle Arcsinus sa réciproquexe [-11] y=Arcsinx < {__ < y< T
2
On obtient le tableau des valeurs usuelles :
VS R B A S e S I (2 I I
2 2 2 2 2 2

Arcsinx | —— -z -z -z 0 z z z z
2 3 4 6 6 4 3 2

Théoréme La fonction Arcsinus est définie, continue etcsément croissante surr

[-11] a valeurs dan%—z E} Sur cet intervalle, sa courbe est symeétrique de celle du

sinus par rapport a la premiére bissectrice.

X -1 0 1
Arcsin'l |l + 1 + |

: 0 /2
A
rcsin )2 /

Propriété 1: La fonction Arcsinus est impairevx e | 11] Arcsin(-x)= —Arcsinx
Démonstration On poseo = Arcsinx et 3 = Arcsin(=Xx) .

T T T T . . .
Donc ——,—| et ——,—|.Et: siB = -sina =sin(-a).
ae[ 5 2} Be[ 5 2} nB o (—a)

Orsi-Z< agE, alors— < —a <X Donc par injectivité = -
2 2 2 2

Propriété 2: Vxe [-11] ArcsinXx+ Arccosx :g

Démonstration On poseo = Arcsinx et = Arccosx.
Donca e [—gﬂ etBe[0,n]. Et: cof = sina = co{g—aj :

Or si—ESasg, anrsOs%—aSn. Donc par injectivité B:%—a.

Théoreme La fonction Arcsinus est dérivable sl 1] et :
1

1-x?

vxe]l-11 (Arcsin)'(Xx) =
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Démonstration On utilise : Vx e [-11] Arcsinx:%— Arccosx. Donc la fonction

Arcsinus est dérivable sy~ 11 et (Arcsin)'(x )= — (Arccos)(X) =

3) Fonction tangente

1

1-x2

ECS1

périodique de période.

Théoreme La fonction tangente est définie sDr= R—{g+ kn/k e Z}, impaire et

Il suffit donc de I'étudier su{o,g[.

La parité permet par symétrie par |
rapport a l'origine d’obtenir la courbe /

T T /
sur |——,— . ,
} 2 2[ /

|

/
/
{

/

J
/
Vi

|

La périodicité permet par translations
de vecteurskni (keZ) d'obtenir
toute la courbe.

Vxe D (tan)(x) = 12 =
COS” X

-

Théoreme La fonction tangente est continue et dérivabteDsu

= 1+ tan® X.

Donc :vVxe D (tan)'(x)>0.

Donc la fonction tangente est strictement croissante}su’zﬁf,g[. Elle est continue,

T

donc elle définit une bijection d}?g[ dans] lim tanx, Igrp) tany =] — oo, +oo[ .
X—(m/2)”

X——(m/2)"

dansR et on appelle Arctangente sa réciprog&e R y= Arctanx <

X =tany

T

&

Définition : La restriction de la fonction tangente}ag,g[ est bijective de}—ﬁ,

2

On obtient le tableau des valeurs usuelles :

1 1
X — -1 - 0 = 1 3
v 5 5 3
/I /I /I /I /I /I
Arctanx | —— - -— 0 - — =
3 4 6 6 4 3

T

fonction tangente par rapport a la premiere bissectr

Théoreme La fonction Arctangente est définie, continuesteictement croissante s

R & valeurs dan%—g,i[. Sur cet intervalle, sa courbe est symétrique de celle

de la

X — 0 0 + 00
(Arctan)) || + 1 + | ///
0 /2
Arctan /2 /' -
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Propriété 1 La fonction Arctangente est impair&x e R Arctan{x )= — Arctanx
Démonstration On posea = Arctanx et = Arctan(-x).

T T T T
Donc —-—,—| et ——,— . Et: taf =- tam = tan(-a) .
ae} 22[ Be} 22[ » ca)

Or si —%< o< g alors—g< —o < g Donc par injectivité § =—a..

Propriété 2: Vx e]0+o[ Arctanx+ Arctar{% = g :
X

Démonstration On poseo = Arctanx et = Arctar{% :
X

Donca e —E,E etpe —E,E .Et:tanB:i:ta T al.
2 2 2 2 tana 2

Orsi-Z<o<=, alors— =< -0 <—~.Donc par injectivité B:E—a.
2 2 2 2 2

Théoreme La fonction Arctangente est dérivable Buet : VxeR (Arctan)(x) = 1 !
+

Démonstration Soita etx réels avecx = a. Le taux d’accroissement est :

Arctanx— Arctan —
T(X) = cta ctana _ y-b avecy = Arctanx et b = Arctana.
X—a tany —tanb
Or la fonction Arctangente est continue. Dolima Arctanx = Arctana.
X—a
Donc :lim T(x) = im —Y—>_ si elle existe.
x—a y-b tany —tanb
La fonction tangente est dérivable 8uet vye D  (tan)(y )= 1+tan’ y.
Donc:limM: 1+ tan*b=1+a” (#0). Donc :limT(x) = 5
y—b y_ Xx—a 1+a
. L 1
Donc la fonction Arctangente est dérivableasat (Arctan)(a) = i
+a
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