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LIMITES ET CONTINUITE 
 

I  – Limites 
On va appeler voisinage de +∞  les intervalles de la forme ] , [A +∞  avec 0A > . 
On va appeler voisinage de −∞  les intervalles de la forme ] , [A− ∞ −  avec 0A > . 
On va appeler voisinage d’un réel a les intervalles de la forme ] , [a a− ε + ε  avec 0ε > . 

Pour ne pas séparer tous les cas on note �  la droite réelle achevée : { },= ∪ −∞ +∞� � � . 

Si a∈� , on note )(aV  l’ensemble de tous les voisinages de a. 

Définition : lim ( )
x a

f x b
→

=  si VxfDWxaWbV f ∈∩∈∀∈∃∈∀ )()()( VV  

Cette définition est valable pour a et b appartenant à � . 
On traduit dans chaque cas la définition. 

1) Limite finie en a 
Soit f une fonction définie au voisinage de a, c’est-à-dire dont l’ensemble de définition 
contient au moins un intervalle de la forme ] , [a r a−  (on dira qu’elle est définie à 
gauche de a) ou ] , [a a r+  (on dira qu’elle est définie à droite de a). Mais la fonction f 
n’est pas forcément définie en a. 
Définition 1 : lim ( )

x a
f x

→
= l  si 0 0 ( )fx D x a f x∀ε > ∃α > ∀ ∈ − < α⇒ − < εl . 

Cela signifie que pour tout 0>ε , il existe un 
voisinage ] , [W a a= − α + α  tel que  

( ) ] , [ff W D∩ ⊂ − ε + εl l . 

Donc graphiquement, la partie de courbe 
correspondant à fW D∩  est incluse dans la 

« bande » délimitée par les droites d’équations 
ε−= ly   et ε+= ly . O

 
Exemple 1 : Montrer que 

1
lim (3 5) 2

x
x

→−
+ = . Ici : ( ) 3 5f x x= + , fD =� , 1a = −  et 2=l . 

 ( ) (3 5) 2 3 1f x x x− = + − = +l  donc ( ) 1
3

f x x
ε

− < ε ⇔ + <l . 

 Donc : 0 1 ( ) 2
3 fx D x f x
ε

∀ε > ∃α = ∀ ∈ + < α ⇒ − < ε . Et 
1

lim (3 5) 2
x

x
→−

+ = . 

Exemple 2 : Montrer que 
2

1 1
lim

1 3x

x

x→

−
=

+
. Ici : { }1fD = − −� . 

 
2 21 1 2 4

( )
1 3 3( 1) 3 1

xx x
f x

x x x

−− −
− = − = =

+ + +
l . 

Ici la majoration est plus compliquée. On peut remarquer que si α  existe, il n’est pas 
unique car tout 'α ≤ α  convient. On peut donc imposer des contraintes sur α , et par 
exemple se contenter de chercher les réels 1α ≤  qui conviennent. 
Pour tout fx D∈  vérifiant 2 1x − < , on aura : 1 3x< < , donc : 1 1 4x< + < . 

Donc, pour tout fx D∈  vérifiant 2 1x − < , on aura : 
2 2

( )
3

x
f x

−
− <l . 
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Donc, si 2 1x − < , pour que ( )f x − < εl , il suffit que : 
2 2

3

x −
< ε , donc il suffit que : 

3
2

2
x

ε
− < . Donc 

3 1
0 Min(1, ) 2 ( )

2 3fx D x f x
ε

∀ε > ∃α = ∀ ∈ − < α ⇒ − < ε .  

Donc : 
2

1 1
lim

1 3x

x

x→

−
=

+
. 

Remarque : Si fa D∈ , alors 0 a a∀α > − < α . Donc si la limite existe : 

0 ( )f a∀ε > − < εl . Donc ( )f a=l . 

Théorème : Si une fonction f est définie en a et au voisinage de a, sa seule limite 
possible en a est ( )f a . 

C’est le cas des exemples précédents. 
Interprétation géométrique : Si lim ( )

x a
f x

→
= l , alors la courbe de f admet un point 

« limite » ( , ( ))A a f a . 

Parfois, comme par exemple pour la partie entière, le comportement de la fonction est 
différent à gauche et à droite de a. 
Définition : Une fonction f définie à gauche de a admet une limite à gauche en a si sa 
restriction à ] , [fD a∩ −∞  admet une limite en a : 

lim ( )
x a

f x
−→

= l  si 0 0 ( )fx D a x a f x∀ε > ∃α > ∀ ∈ −α < < ⇒ − < εl  

Définition : Une fonction f définie à droite de a admet une limite à droite en a si sa 
restriction à ] , [fD a∩ +∞  admet une limite en a : 

lim ( )
x a

f x
+→

= l  si 0 0 ( )fx D a x a f x∀ε > ∃α > ∀ ∈ < < + α ⇒ − < εl  

Les limites à gauche et à droite peuvent être différentes. 
Théorème : Une fonction f définie à gauche et à droite de a admet une limite réelle en 
a si et seulement si elle admet des limites réelles à gauche et à droite de a et si : 
• lim ( ) lim ( )

x a x a
f x f x

− +→ →
=  dans le cas où fa D∉ .  

• lim ( ) lim ( ) ( )
x a x a

f x f x f a
− +→ →

= =  dans le cas où fa D∈ .  

2) Limite infinie en a 
Soit f une fonction définie au voisinage de a. 

Définition 2 : lim ( )
x a

f x
→

= +∞  si 0 0 ( )fA x D x a f x A∀ > ∃α > ∀ ∈ − < α ⇒ > . 

Exemple : Montrer que 
20

1
lim
x x→

= +∞ . Ici : 
2

1
( )f x

x
=  donc ] ,0[ ]0, [fD = −∞ ∪ +∞ .  

2 1
( )f x A x

A
> ⇔ <  donc 

1
( )f x A x

A
> ⇔ < . 

Donc : 
1

0 ( )fA x D x f x A
A

∀ > ∃α = ∀ ∈ < α ⇒ > . Donc 
20

1
lim
x x→

= +∞ . 

Définition 3 : lim ( )
x a

f x
→

= −∞  si 0 0 ( )fA x D x a f x A∀ > ∃α > ∀ ∈ − < α ⇒ < −  

On a les mêmes définitions de limites à gauche et à droite. 

Exemple : Soit 
x

xg
1

)( = . Le comportement est différent. 

Sur [,0] +∞ , 
A

xAxg
1

0)( ≤<⇔> . Donc +∞=
+→

)(lim
0

xg
x

. 
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Sur [0,] ∞− , 
1

( ) 0g x A x
A

< − ⇔ − ≤ < . Donc −∞=
−→

)(lim
0

xg
x

. 

Interprétation géométrique : Quand x tend vers a (à 
gauche ou à droite), le point variable ))(,( xfxM  
se déplace sur la courbe : son abscisse se rapproche 
de a tandis que son ordonnée tend vers l’infini. Il 
se rapproche donc de la droite d’équation ax =  : 
on dit alors que la droite d’équation ax =  est 
asymptote verticale à la courbe. 
Théorème : Si ±∞=

→
)(lim xf

ax
 (à gauche ou à 

droite), alors la courbe représentative de f admet 
une asymptote verticale d’équation ax = . 

y

o

M

 
3) Limite finie à l’infini  

On dira qu’une fonction f est définie au voisinage de ∞+  si son ensemble de 
définition contient au moins un intervalle de la forme [,] +∞a . 

Définition 3 : lim ( )
x

f x
→+∞

= l  si 0 0 ( )fB x D x B f x∀ε > ∃ > ∀ ∈ > ⇒ − < εl . 

 Exemple : Montrer que 
3 1

lim 3
1

x

xx

e

e→+∞

−
=

+
. Ici : 

3 1
( )

1

x

x

e
f x

e

−
=

+
 donc fD =� . Et 3=l . 

.  
3 1 4 4

( ) 3
1 1 1

x

x x x

e
f x

e e e

− −
− = − = =

+ + +
l . 

 Donc 
4

( ) 1xf x e− < ε ⇔ + >
ε

l . Si 4ε ≥ , c’est toujours vrai car 0xe > . 

Et si 4ε < , alors : 
4

( ) ln 1f x x
 − < ε ⇔ > − ε 

l .  

 Donc : 
4

0 ln 1 ( )fB x D x B f x
 ∀ε > ∃ = − ∀ ∈ > ⇒ − < ε ε 

l . 

 Donc: 
3 1

lim 3
1

x

xx

e

e→+∞

−
=

+
. 

On dira qu’une fonction f est définie au voisinage de ∞−  si son ensemble de 
définition contient au moins un intervalle de la forme [,] a∞− . 

  

Définition 4 : lim ( )
x

f x
→−∞

= l  si 0 0 ( )fB x D x B f x∀ε > ∃ > ∀ ∈ < − ⇒ − < εl . 

Exemple : Montrer que 
3 1

lim 1
1

x

xx

e

e→−∞

−
= −

+
. Ici : 

3 1
( )

1

x

x

e
f x

e

−
=

+
 donc fD =� . Et 1= −l . 

.  
3 1 4 4

( ) 1
1 1 1

x x

x x x

e e
f x

e e e−
−

− = + = =
+ + +

l . 

 Donc 
4

( ) 1xf x e−− < ε ⇔ + >
ε

l . Si 4ε ≥ , c’est toujours vrai car 0xe− > . 

Et si 4ε < , alors : 
4

( ) ln 1f x x
 − < ε ⇔ < − − ε 

l .  

 Donc : 
4

0 ln 1 ( )fB x D x B f x
 ∀ε > ∃ = − ∀ ∈ < − ⇒ − < ε ε 

l . 
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 Donc: 
3 1

lim 1
1

x

xx

e

e→−∞

−
= −

+
. 

Interprétation géométrique : Quand x tend vers 
∞ , le point variable ))(,( xfxM  se déplace 
sur la courbe : son abscisse tend vers l’infini 
tandis que son ordonnée se rapproche de l . Il 
se rapproche donc de la droite d’équation 

l=y  : on dit alors que la droite d’équation 
l=y  est asymptote horizontale à la courbe. 

o

M

 

Théorème : Si lim ( )
x

f x
→±∞

= l , alors la courbe de f admet une asymptote horizontale 

d’équation y = l .  

4) Limite infinie à l’infini  

Définition 5 : lim ( )
x

f x
→+∞

= +∞  si 0 0 ( )fA B x D x B f x A∀ > ∃ > ∀ ∈ > ⇒ > . 

Exemple : Montrer que lim ln
x

x
→+∞

= +∞ . Ici ( ) lnf x x=  et ]0, [fD = +∞ . 

On pourrait dire que ( ) Af x A x e> ⇔ > . Mais pour définir l’exponentielle, on utilise 

le théorème de bijection, et donc lim ln
x

x
→+∞

= +∞ .  

Donc on raisonne autrement en n’utilisant que le logarithme. 

On sait que ln est croissante, que ln 2 ln 2n n=  et que ln 2 0>  car 2>1. 

 Soit 0A > . Pour tout 
ln 2

A
n > , on a ln 2n A> . Donc si 2nx > , alors ln ln 2nx A> > . 

 Donc : 0 2 ( )n
fA B x D x B f x A∀ > ∃ = ∀ ∈ > ⇒ >  avec Ent 1

ln 2

A
n

 = + 
 

. 

Définition 6 : lim ( )
x

f x
→+∞

= −∞  si 0 0 ( )fA B x D x B f x A∀ > ∃ > ∀ ∈ > ⇒ < − . 

Définition 7 : lim ( )
x

f x
→−∞

= +∞  si 0 0 ( )fA B x D x B f x A∀ > ∃ > ∀ ∈ < − ⇒ > . 

Définition 8 : lim ( )
x

f x
→−∞

= −∞  si 0 0 ( )fA B x D x B f x A∀ > ∃ > ∀ ∈ < − ⇒ < − . 

Interprétation géométrique : Lorsque ∞=
∞→

)(lim xf
x

, le problème est de comparer les 

ordres de grandeur de )(xf  et de x. On étudie donc le rapport 
x

xf )(
. 

Si ∞=
∞→ x

xf

x

)(
lim , cela signifie que )]([ xfox

∞
=  comme 2x . Par analogie, on dira que 

la courbe de f admet une branche parabolique de direction Oy. 

Si 0
)(

lim =
∞→ x

xf

x
, cela signifie que )()( xoxf

∞
=  comme x . Par analogie, on dira que 

la courbe de f admet une branche parabolique de direction Ox. 

Si a
x

xf

x
=

∞→

)(
lim  ( 0≠a ), cela signifie que axxf

∞
~)( . On cherche alors à déterminer 

l’ordre de grandeur de axxf −)( . 

Si ∞=−
∞→

])([lim axxf
x

, on dira que la courbe de f possède une direction asymptotique 

axy =  (mais pas d’asymptote). 
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Si baxxf
x

=−
∞→

])([lim , on dira que la courbe de f possède une asymptote d’équation  

baxy += . En effet, si M est le point de la courbe d’abscisse x et P celui de la droite, 

alors baxxfPM −−= )( . Donc 0lim =
∞→

PM
x

. La courbe se rapproche de la droite. 

Définition : Les courbes des fonctions f et g sont des courbes asymptotes à l’infini si 
0)]()([lim =−

∞→
xgxf

x
. En particulier, une droite d’équation baxy +=  est asymptote à 

la courbe de f à l’infini si 0])([lim =−−
∞→

baxxf
x

. 

C’est équivalent à dire que : )()( xbaxxf ε++=  avec 0)(lim =ε
∞→

x
x

. 

En résumé : Si ∞=
∞→

)(lim xf
x

 et : 

Si ∞=
∞→ x

xf

x

)(
lim , la courbe de f admet une branche parabolique de direction Oy. 

Si 0
)(

lim =
∞→ x

xf

x
, la courbe de f admet une branche parabolique de direction Ox. 

Si a
x

xf

x
=

∞→

)(
lim  ( 0≠a ) et : 

 -  Si ∞=−
∞→

])([l im axxf
x

, la courbe de f possède une direction asymptotique axy = . 

 - Si  baxxf
x

=−
∞→

])([lim , la courbe de f a une asymptote oblique d’équation       

baxy += . 

II – Propriétés  
1) Unicité 

Théorème : Si une fonction f admet une limite réelle en a∈� , cette limite est unique. 

On la note : )(lim xf
ax→

=l  ou f
a

lim=l . 

Démonstration : On suppose qu’il existe deux limites 21 ll <  et on pose 
3

12 ll −
=ε . 

Par définition : ε<−⇒α<−∈∀>α∃ 111 )(0 lxfaxDx f . 

De même : ε<−⇒α<−∈∀>α∃ 222 )(0 lxfaxDx f . 

Donc en prenant ),(Min 21 αα=α  : 




ε<−

ε<−
⇒α<−∈∀

2

1

)(

)(

l

l

xf

xf
axDx f . 

Donc )(xf  appartient à l’intersection de [,] 11 ε+ε− ll  et de [,] 22 ε+ε− ll . Or c’est 

impossible car ε−<ε+ 21 ll . Donc la limite si elle existe est unique. 
2) Opérations algébriques 
Tous les tableaux des opérations algébriques concernent tous les types de limites. 
Les théorèmes suivants sont admis ici, mais se démontrent à l’aide des définitions. 

u v vu +  
l  'l  'll +  
∞+  'l  ∞+  
∞−  'l  ∞−  
∞+  ∞+  ∞+  
∞−  ∞−  ∞−  
∞+  ∞−  Indétermination 

 
u v uv 
l  'l  'll  
∞  0'≠l  ∞  
∞  0 Indétermination 
∞  ∞  ∞  

On complète par la règle des signes. 

Cours de mathématiques - ECS1 - Catherine Laidebeure - Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy - 2011



Limites et continuité - 6 - ECS 1 

u 
u

1
 

0≠l  
l

1
 

0  ∞  
∞  0 

Lorsque le dénominateur tend vers 0, il 
faut en étudier le signe, car les tableaux 
ne donnent que la valeur absolue. 

u v 
v

u
 

l  0'≠l  
'l

l
 

0≠l  0 ∞  
0 0 Indétermination 
∞  'l  ∞  
l  ∞  0 
∞  ∞  Indétermination 

3) Composition de limites 

Théorème : a, b et l  sont des réels (éventuellement gauche ou droite) ou ∞± . 
Si bxu

ax
=

→
)(lim  et si l=

→
)(lim xv

bx
, alors lo =

→
))((lim xuv

ax
. 

Il est souvent commode de le rédiger par changement de variable : en posant 
)(xuX = , le théorème revient à écrire )(lim))((lim Xvxuv

bXax →→
=o . 

Exemple : 0
1

1
lim

1
=

+
−

+→ x

x

x
 (positif car 1>x ). Donc −∞==








+
−

++ →→
X

x

x

Xx
lnlim

1

1
lnlim

01
. 

1lim
1

1
lim ==

+
−

−∞→−∞→ x

x

x

x

xx
. Donc 0lnlim

1

1
lnlim

1
==








+
−

→−∞→
X

x

x
Xx

. 

4) Propriétés liées à la relation d’ordre 
 Le passage à la limite est compatible avec la relation d’ordre. 

Théorème : Si, au voisinage de a∈� , on a )()( xvxu ≤ , alors : 

-   si u et v admettent en a des limites réelles, alors : )(lim)(lim xvxu
axax →→

≤ . 

-   si +∞=
→

)(lim xu
ax

, alors +∞=
→

)(lim xv
ax

. 

-   si −∞=
→

)(lim xv
ax

, alors −∞=
→

)(lim xu
ax

. 

Remarque : Dans le théorème, on a des inégalités larges. Même si au voisinage de a, 
on a )()( xvxu < ,  au passage à la limite, on ne pourra conclure qu’à l’inégalité large. 

En effet, une fonction strictement positive, comme 
x

1
 par exemple, peut tendre vers 0. 

 Exemple : On démontre par étude de fonction que : xx x e+∀ ∈ ≤R .  

Donc +∞=
+∞→

x

x
elim . 

Théorème d’encadrement : Si, au voisinage de a∈� , on a )()()( xvxfxu ≤≤ , et si u 

et v ont en a la même limite réelle l , alors f a aussi une limite réelle et l=
→

)(lim xf
ax

. 

Remarque : Ce théorème démontre l’existence de la limite de f. 
Exemple : On démontre par étude de fonction que : 1ln0[,1[ −≤≤+∞∈∀ xxx . 

Donc 1ln0[,1[ −≤≤+∞∈∀ xxx . Donc 
xxx

x
x

22ln
0[,1[ −≤≤+∞∈∀ . 

0
22

lim =







−

+∞→ xxx
. Donc d’après le théorème d’encadrement : 0

ln
lim =

+∞→ x

x

x
. 

Et par composition avec 
x

xu
1

)( = , on en déduit 0lnlim
0

=
+→

xx
x

. 
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Exemple : C’est aussi comme cela qu’on démontre que 
0

sin
lim 1
x

x

x→
= . 

5) Limite d’une fonction monotone 

Théorème : Si f est une fonction croissante sur [,] ba , alors : 

- si elle est majorée, elle admet une limite réelle en −b . Sinon +∞=
−→

)(lim xf
bx

. 

- Si elle est minorée, elle admet une limite réelle en +a . Sinon −∞=
+→

)(lim xf
ax

. 

Comme une fonction f est décroissante si f−  est croissante, on a : 

Théorème : Si f est une fonction décroissante sur [,] ba , alors : 

- si elle est minorée, elle admet une limite réelle en −b . Sinon −∞=
−→

)(lim xf
bx

. 

- Si elle est majorée, elle admet une limite réelle en +a . Sinon +∞=
+→

)(lim xf
ax

. 

Ces théorèmes se démontrent à l’aide de la propriété de la borne supérieure de � . 

I II – Comparaison des fonctions en un point 

I l s’agit de comparaison de fonctions au voisinage de a∈R . La fonction n’est pas 
forcément définie en a si a est réel. 

1) Fonctions équivalentes 

Définition : Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a∈R . Les fonctions 
f et g sont équivalentes au voisinage de a s’il existe un voisinage V de a et une 
fonction ε  définie sur V tels que : )()](1[)( xgxxfVx ε+=∈∀  et 0)(lim =ε

→
x

ax
. 

On note gf
a
~ .  

On peut remarquer qu’au voisinage de a, f et g ont le même signe car la fonction 
)(1 xx ε+a  tend vers 1, donc est positive au voisinage de a. 

Théorème : Si g ne s’annule pas au voisinage de a, gf
a
~  ssi 1

)(

)(
lim =
→ xg

xf
ax

. 

En effet )(1
)(

)(
x

xg

xf
ε+=  et 0)(lim =ε

→
x

ax
. 

Cela permet de déterminer des limites en comparant avec des limites connues. 
En effet 1)](1[lim =ε+

→
x

ax
, et donc si l=

→
)(lim xg

ax
 (réel ou infini), alors l=

→
)(lim xf

ax
. 

Réciproquement, si l=
→

)(lim xf
ax

 et l=
→

)(lim xg
ax

 (réel non nul), alors 1
)(

)(
lim =
→ xg

xf
ax

. 

Théorème : Si gf
a
~  et si g a une limite (finie ou non) en a, alors f admet la même 

limite. Réciproquement, si f et g ont la même limite réelle non nulle, alors gf
a
~ . 

La réciproque est fausse si la limite est nulle ou infinie (par exemple x et 2x  en 0 ou ∞+ ). 
Transitivité : Si gf

a
~  et hg

a
~ , alors hf

a
~ . 

Compatibilité avec le produit : Si 11 ~ gf
a

 et si 22 ~ gf
a

, alors 2121 ~ ggff
a

×× .  

Compatibilité avec le quotient : Si 11 ~ gf
a

 et si 22 ~ gf
a

, alors 
2

1

2

1 ~
g

g

f

f

a
. 

Compatibilité avec la puissance : Si gf
a
~ , alors αα

gf
a
~  (α  réel quelconque).  
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En particulier, si gf
a
~ , alors gf

a
~  et gf

a
~  si les fonctions sont positives. 

Démonstration :  
• gf

a
~  donc il existe 1V  et 1ε  : )()](1[)( 11 xgxxfVx ε+=∈∀  et 0)(lim 1 =ε

→
x

ax
. 

hg
a
~  donc il existe 2V  et 2ε  : )()](1[)( 22 xhxxgVx ε+=∈∀  et 0)(lim 2 =ε

→
x

ax
. 

Donc )()](1[)()](1)][(1[)( 2121 xhxxhxxxfVVx ε+=ε+ε+=∩∈∀   

avec )()()()()( 2121 xxxxx εε+ε+ε=ε , donc 0)(lim =ε
→

x
ax

. Donc hf
a
~ . 

• 11 ~ gf
a

 donc il existe 1V  et 1ε  : )()](1[)( 1111 xgxxfVx ε+=∈∀  et 0)(lim 1 =ε
→

x
ax

 

22 ~ gf
a

 donc il existe 2V  et 2ε  : )()](1[)( 2222 xgxxfVx ε+=∈∀  et 0)(lim 2 =ε
→

x
ax

 

)()()](1[)()()](1)][(1[)()( 2121212121 xgxgxxgxgxxxfxfVVx ε+=ε+ε+=∩∈∀  

avec )()()()()( 2121 xxxxx εε+ε+ε=ε , donc 0)(lim =ε
→

x
ax

. Donc 2121 ~ ggff
a

×× . 

 De même : 
)(

)(
)](1[

)(

)(

)(1

)(1

)(

)(

2

1

2

1

2

1

2

1
21 xg

xg
x

xg

xg

x

x

xf

xf
VVx ×ε+=×

ε+

ε+
=∩∈∀   

avec 1
)(1

)(1
)(

2

1 −
ε+

ε+
=ε

x

x
x , donc 0)(lim =ε

→
x

ax
. Donc 

2

1

2

1 ~
g

g

f

f

a
. 

• gf
a
~  donc il existe V  et ε  : )()](1[)( xgxxfVx ε+=∈∀  et 0)(lim =ε

→
x

ax
. 

Donc : 
ααα

ε+=∈∀ )()](1[)( xgxxfVx . Or )](1ln[)](1[ xex ε+αα =ε+ .  

1)](1[lim =ε+ α

→
x

ax
 donc αα

gf
a
~ . Si 1=α , gf

a
~  et si 

2

1
=α , gf

a
~ .  

Mais on ne peut pas : 
ajouter des équivalents ou remplacer un terme d’une somme par un équivalent. 

Exemple : 22 ~1)( xxxf
∞+

+=  et 22 ~1)( xxxg −+−=
∞+

 mais 2)()( =+ xgxf  n’est 

pas équivalent à 0. 
composer des équivalents par une fonction quelconque. 

Exemple : 22 ~ xxx
∞+

+  mais xxe +2
 n’est pas équivalent à 

2xe  : +∞=
+

+∞→ 2

2

lim
x

xx

x e

e
. 

Equivalents à connaître : 

xe x

0
~1−       xx

0
~)1ln( +       xx α−+ α

0
~1)1(    

 

xx
0
~sin  xx

0
~tan   2

0 2

1
~cos1 xx−  

A l’infini, un polynôme est équivalent à son terme de plus haut degré, et une fraction  
rationnelle au quotient des termes de plus haut degré de son numérateur et de son 

dénominateur : n
n

n
n xaaxaxa

∞
+++ ~... 01  et 

p
p

n
n

p
p

n
n

xb

xa

bxbxb

axaxa

∞+++

+++
~

...

...

01

01    

En 0, un polynôme est équivalent à son terme de plus bas degré, et une fraction 
rationnelle au quotient des termes de plus bas degré de son numérateur et de son 

dénominateur : 0
0

01 ~... aaxaxa n
n +++  et 

0

0

0
01

01 ~
...

...

b

a

bxbxb

axaxa
p

p

n
n

+++

+++
 si 





≠

≠

0

0

0

0

b

a
.        
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Pour les deux premiers : 1
1

lim
0

=
−

→ x

e x

x
 et 1

)1ln(
lim

0
=

+
→ x

x

x
. 

11)1( )1ln( −=−+ +αα xex  et 0)1ln(lim
0

=+α
→

x
x

. Or xe x

0
~1− .  

Donc )1ln(~1)1(
0

xx +α−+ α . Et xx
0
~)1ln( + . Donc xx α−+ α

0
~1)1( . 

0

sin
lim 1
x

x

x→
=  et 

0
lim cos 1
x

x
→

=  donc 
0

tan
lim 1
x

x

x→
= . 

21 cos 2sin
2

x
x− =  donc 

2

0 2
2~cos1 







−
x

x  donc 2

0 2

1
~cos1 xx− . 

Les propriétés des polynômes se démontrent en montrant que la limite du quotient est 1. 
Les propriétés des fractions rationnelles se démontrent par compatibilité avec le 
quotient. 

2) Fonctions négligeables 

Définition : Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a∈R . La fonction f 
est négligeable devant la fonction g au voisinage de a s’il existe un voisinage V de a et 
une fonction ε  définie sur V tels que : )()()( xgxxfVx ε=∈∀  et 0)(lim =ε

→
x

ax
. 

On note )(gof
a
= . 

Théorème : Si g ne s’annule pas au voisinage de a, )(gof
a
=  ssi 0

)(

)(
lim =
→ xg

xf
ax

. 

En effet )(
)(

)(
x

xg

xf
ε=  et 0)(lim =ε

→
x

ax
. 

0)(lim =ε
→

x
ax

, et donc si l=
→

)(lim xg
ax

 (réel), alors 0)(lim =
→

xf
ax

. 

Réciproquement, si 0)(lim =
→

xf
ax

 et l=
→

)(lim xg
ax

 (réel non nul), alors 0
)(

)(
lim =
→ xg

xf
ax

. 

Théorème : Si )(gof
a
=  et si g a une limite (réelle) en a, alors 0)(lim =

→
xf

ax
. 

Réciproquement, si 0)(lim =
→

xf
ax

 et l=
→

)(lim xg
ax

 (réelle non nulle), alors )(gof
a
= . 

Mais si g a une limite infinie, on peut avoir )(gof
a
=  avec 0)(lim ≠

→
xf

ax
. 

Exemple : )( 2xox
∞+
=  mais +∞=

+∞→
x

x
lim .  

Et on peut avoir 0)(lim =
→

xf
ax

 et 0)(lim =
→

xg
ax

 sans que )(gof
a
= . 

 Exemple : 0lim
0

=
→

x
x

 et 02lim
0

=
→

x
x

 mais 0
2

lim
0

≠
→ x

x

x
.  

Transitivité : Si )(gof
a
=  et )(hog

a
= , alors )(hof

a
= . 

Compatibilité avec un équivalent : Si )(gof
a
=  et hg

a
~ , alors )(hof

a
= . 

             Si )( fog
a
= , alors fgf

a
~+ . 

Compatibilité avec l’addition : Si )(1 gof
a
=  et si )(2 gof

a
= , alors )(21 goff

a
=+ . 

Compatibilité avec le produit : Si )( 11 gof
a
=  et si )( 22 gof

a
= , alors )( 2121 ggoff

a
= . 

Compatibilité avec la puissance : Si )(gof
a
= , alors )(

αα = gof
a

 si 0>α . 

Cours de mathématiques - ECS1 - Catherine Laidebeure - Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy - 2011



Limites et continuité - 10 - ECS 1 

   En particulier, si )(gof
a
= , )( gof

a
=  et )( gof

a
=  si les fonctions sont positives. 

Démonstration : 
• )(gof

a
=  donc il existe 1V  et 1ε  : )()()( 11 xgxxfVx ε=∈∀  et 0)(lim 1 =ε

→
x

ax
. 

)(hog
a
=  donc il existe 2V  et 2ε  : )()()( 22 xhxxgVx ε=∈∀  et 0)(lim 2 =ε

→
x

ax
. 

Donc )()()()()()( 2121 xhxxhxxxfVVx ε=εε=∩∈∀  avec )()()( 21 xxx εε=ε , 

donc 0)(lim =ε
→

x
ax

. Donc )(hof
a
= . 

• )(gof
a
=  donc il existe 1V  et 1ε  : )()()( 11 xgxxfVx ε=∈∀  et 0)(lim 1 =ε

→
x

ax
. 

hg
a
~  donc il existe 2V  et 2ε  : )()](1[)( 22 xhxxgVx ε+=∈∀  et 0)(lim 2 =ε

→
x

ax
. 

Donc )()()()](1)[()( 2121 xhxxhxxxfVVx ε=ε+ε=∩∈∀   

avec )](1)[()( 21 xxx ε+ε=ε , donc 0)(lim =ε
→

x
ax

. Donc )(hof
a
= . 

• )( fog
a
=  donc il existe V et ε  : )()()( xfxxgVx ε=∈∀  et 0)(lim =ε

→
x

ax
. 

 Donc )()](1[)()( xfxxgxfVx ε+=+∈∀ . Donc fgf
a
~+ . 

• )(1 gof
a
=  donc il existe 1V  et 1ε  : )()()( 111 xgxxfVx ε=∈∀  et 0)(lim 1 =ε

→
x

ax
. 

)(2 gof
a
=  donc il existe 2V  et 2ε  : )()()( 222 xgxxfVx ε=∈∀  et 0)(lim 2 =ε

→
x

ax
. 

Donc : )()()()]()([)()( 212121 xgxxgxxxfxfVVx ε=ε+ε=+∩∈∀  

avec )()()( 21 xxx ε+ε=ε , donc 0)(lim =ε
→

x
ax

. Donc )(21 goff
a
=+ . 

• )( 11 gof
a
=  donc il existe 1V  et 1ε  : )()()( 1111 xgxxfVx ε=∈∀  et 

0)(lim 1 =ε
→

x
ax

. 

)( 22 gof
a
=  donc il existe 2V  et 2ε  : )()()( 2222 xgxxfVx ε=∈∀  et 0)(lim 2 =ε

→
x

ax
. 

Donc : )()()()()()()()()( 2121212121 xgxgxxgxgxxxfxfVVx ε=εε=∩∈∀ . 

avec )()()( 21 xxx εε=ε , donc 0)(lim =ε
→

x
ax

. Donc )( 2121 ggoff
a
= . 

• )(gof
a
=  donc il existe V  et ε  : )()()( xgxxfVx ε=∈∀  et 0)(lim =ε

→
x

ax
. 

Donc : 
ααα

ε=∈∀ )()()( xgxxfVx . Or si 0>α , alors 0)(lim =ε α

→
x

ax
.  

Donc )(
αα = gof

a
. Donc )( gof

a
=  pour 1=α  et )( gof

a
=  pour 

2

1
=α . 

Mais on ne peut pas : 
diviser des o. 

Exemple : )()(
0

xoxxxf ==  et )()(
0

2 xoxxg ==  mais 
xxg

xf 1

)(

)(
=  n’est négligeable 

ni devant x ni devant 1=
x

x
. 

composer des o par une fonction quelconque. 

Exemple : )( 2xox
∞+
=  mais xln  n’est pas négligeable devant xx ln2)ln( 2 = . 
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Négligeabilités usuelles : )(
0

βα = xox  si 0α > β >     )( β

∞+

α = xox  si 0 < α < β                  









=

α
β

x
ox

1
)(ln

0
 si 0>α  et 0>β   )()(ln α

∞+

β = xox  si 0>α  et 0>β           














=

α∞− x
oe x 1

 si 0>α     )( xeox
∞+

α =  si 0>α  

En effet : 0limlim
00

== β−α

→β

α

→
x

x

x
xx

 si β>α . Et 0limlim == β−α

+∞→β

α

+∞→
x

x

x
xx

 si β<α . 

Les autres sont les conséquences des croissances comparées : 

0lnlim /

0
=βα

→
xx

x
 donc 








=

βα /0

1
ln

x
ox  donc 








=

α
β

x
ox

1
)(ln

0
. 

0
ln

lim
/

=
βα+∞→ x

x
x

 donc )(ln /βα

∞+
= xox  donc )()(ln α

∞+

β = xox . 

0lim =α

−∞→

x

x
ex  donc 













=

α∞− x
oe x 1

. Et 0lim =
α+∞→ x

ex

x
 donc )( xeox

∞+

α = . 

IV – Continuité  

1) Continuité en un point 

Définition : Une fonction f définie sur un intervalle I contenant a (et non réduit à a) est 
continue en a si elle admet en a une limite réelle égale à )(af  : 

ε<−⇒α<−∈∀>α∃>ε∀ )()(00 afxfaxIx  

La fonction est continue à gauche en a si elle admet une limite à gauche égale à )(af . 
La fonction est continue à droite en a si elle admet une limite à droite égale à )(af . 

Le problème est l’existence de la limite car on a vu que si elle existe, c’est )(af . 

Exemple : 2)( xxf =  en 2. On a : 22)2()( +×−=− xxfxf . 

Donc 25)2()(]3,1[ −≤−∈∀ xfxfx . 

Donc : 0 Inf (1, ) 2 ( ) (2)
5

x x f x f
ε

∀ε > ∃α = ∀ ∈ − < α⇒ − < εR . 

Contre-exemple :  xxxf == )(Ent)(  en 1 par exemple. 

1)1()([1,0] −=−∈∀ fxfx  et 0)1()([2,1[ =−∈∀ fxfx . 

Donc pour tout 0>α  et pour tout [1,0][1,1] ∩α+α−∈x  : 1)1()( =− fxf . 

Donc si 
2

1
=ε  par exemple, on ne pourra pas trouver α  tel que pour tout x vérifiant  

α<−1x  on ait ε<− )1()( fxf . 

Donc la fonction partie entière n’est pas continue en 1. Par contre, elle est continue à 
droite en 1 puisqu’elle est constante à droite. Elle n’est pas continue à gauche en 1. 
Théorème : Une fonction f définie sur un intervalle ouvert I contenant a est continue 
en a si et seulement si elle est continue à gauche et à droite en a. 
Ce théorème correspond au théorème analogue sur les limites. 
Lorsque a est une borne de l’intervalle I, la continuité en a coïncide avec la continuité 
à gauche ou à droite. 
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Prolongement par continuité 

Prolongement par : Soit I un intervalle et Ia∈ . Si f est une fonction définie sur 
{ }aI −  et si f admet en a une limite réelle l , alors la fonction f est prolongeable par 

continuité en a : la fonction g définie par : l=)(ag  et { } )()( xfxgaIx =−∈∀  est 
continue en a et s’appelle le prolongement par continuité de f en a.  
En effet par construction )()(lim)(lim agxfxg

axax
===

→→
l . 

On peut remarquer que ce prolongement par continuité est unique. 
Interprétation géométrique : On a vu que la courbe de f admet un point limite ),( laA . 
C’est le point que l’on ajoute pour obtenir la courbe de g. 
Opérations 

Théorème : Si k est un réel, si u et v sont deux fonctions continues en a, alors les 

fonctions vu + , ku et uv sont continues en a, ainsi que 
v

u
 si 0)( ≠av . 

C’est une conséquence des opérations sur les limites. 
Théorème : Si u est une fonction continue en a et v une fonction continue en )(au , 
alors la fonction uv o  est continue en a. 
C’est le théorème de composition des limites. 

2) Continuité sur un intervalle 

Définition : Une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout 
point a de I. 

 Lorsque l’intervalle I est ouvert, c’est la continuité à gauche et à droite en tout point. 
Lorsque ],[ baI = , c’est la continuité à gauche et à droite en tout point de [,] ba , la 
continuité à droite en a et la continuité à gauche en a. 
Théorème : Si k est un réel, si u et v sont deux fonctions continues sur un intervalle I, 

alors les fonctions vu + , ku et uv sont continues sur I, ainsi que 
v

u
 en tout Ia∈  tel 

que 0)( ≠av . 
Si u est une fonction continue sur I et v une fonction continue sur )(Iu , alors la 
fonction uv o  est continue sur I. 
C’est une conséquence du théorème que pour la continuité en un point. 
Théorème :  
Les fonctions polynômes sont continues sur � .  
Les fonctions rationnelles sont continues sur leur ensemble de définition. 
Les fonctions logarithmes sont continues sur [,0] +∞ . 
Les fonctions exponentielles sont continues sur � . 

Les fonctions puissances αxx a  sont continues sur leur ensemble de définition. 
Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur � . 
Les fonctions tangente et cotangente sont continues sur leur ensemble de définition. 
La fonction partie entière est continue sur −� � . Elle est continue à droite en tout 
point de � , mais discontinue à gauche. 

3) Propriétés 

Rappel : Soit f une fonction définie sur un intervalle I.  
On appelle image de l’intervalle I par la fonction f l’ensemble noté )(If  de toutes les 

images des éléments de I : { }IxxfIf ∈= /)()( . 

Cet ensemble permettra de résoudre des équations et des inéquations dans I. 
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En effet, résoudre l’équation 3)( =xf  sur l’intervalle I revient à déterminer les réels x 
de l’intervalle I dont l’image est 3, donc les antécédents de 3.  
Si )(3 If∉ , l’équation n’a pas de solution.  
Et si )(3 If∈ , l’équation admet au moins une solution dans I. 

L’équation kxf =)(  admet des solutions dans I si et seulement si )(Ifk ∈ . 

De plus, si par exemple [3,1])( =If , alors [3,1])( ∈∈∀ xfIx , donc 3)(1 << xf . 
La détermination de l’ensemble )(If  donne donc aussi un encadrement de f sur I. 

Théorème des valeurs intermédiaires : L’image d’un intervalle par une fonction 
continue est un intervalle. 
On admet ce théorème. Il signifie que si la fonction prend deux valeurs )(11 xfy =  et 

)( 22 xfy =  sur I, alors elle prend au moins une fois toutes les valeurs comprises entre 

1y  et 2y . Donc toute équation de la forme kxf =)(  où k est compris entre 1y  et 2y  
admet au moins une solution. En particulier, si f est continue sur un intervalle et si f 
prend une valeur positive et une valeur négative, elle s’annule au moins une fois. 
Mais l’intervalle image n’est pas forcément de même nature que l’intervalle de départ. 

Exemple 1 : 2)( xxf =  et [2,2]−=I . L’image est [4,0[)( =If . 

Exemple 2 : Si 
1

)(
2 +

=
x

x
xf , on a 

22

2

)1(

1
)('

+

−
=

x

x
xf , donc le tableau suivant : 

x  ∞−              1−              1             ∞+  
'f             −         0      +      0       − 

f  
0                                  21  

                  21−                               0 

Si [,] +∞∞−=I , alors 




 +−=
2

1
,

2

1
)(If . 

Un seul cas donne toujours le même genre d’intervalle. 
Théorème : L’image d’un segment par une fonction continue est un segment. 
Donc si f est continue sur ],[ baI = , alors ],[)( MmIf = .  
Les réels m et M représentent le minimum et le maximum de f sur ],[ baI = . On note : 

[ ]
Min ( )
t a,b

m f t
∈

=  et 
[ ]

Max ( )
t a,b

M f t
∈

= . 

Ils appartiennent à )(If . Il existe donc des réels c et d de I tels que )(cfm =  et 
)(dfM = . Donc f atteint ses bornes. 

Et d’après le théorème des valeurs intermédiaires, elle prend toutes les valeurs 
comprises entre m et M : )(],[],[ xfkbaxMmk =∈∃∈∀ . 

Conséquence : Toute fonction continue sur un segment ],[ ba  est bornée, atteint ses 

bornes 
[ ]

Min ( )
t a,b

m f t
∈

=  et 
[ ]

Max ( )
t a,b

M f t
∈

= , et prend au moins une fois toute valeur 

comprise entre ces bornes. 
Par contre, elle peut prendre plusieurs fois certaines valeurs. Pour avoir l’unicité, il 
faut supposer en plus que la fonction ne prend pas plusieurs fois la même valeur, c’est-
à-dire qu’il n’existe pas a b<  tels que ( ) ( )f a f b= . C’est en particulier le cas si la 
fonction f est strictement monotone. 
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Théorème de la bijection : Si f est une fonction continue et strictement monotone sur 
un intervalle I, alors f réalise une bijection de I dans )(If . Sa fonction réciproque 

1−f  est continue sur l’intervalle )(If , strictement monotone de même sens de 
variation que f et sa courbe représentative est symétrique de celle de f par rapport à la 
droite d’équation xy = . 

Le problème revient donc à la détermination de l’image )(If . 

Théorème : Si f est une fonction continue et monotone sur un intervalle fermé ],[ ba , 
alors )](),([]),([ bfafbaf =  si f est croissante et )](),([]),([ afbfbaf =  si f est 
décroissante. 
Ce théorème de bijection permet de construire de nouvelles fonctions :  

Exemple 1 : La fonction f : nxx a  *)( �∈n est continue et strictement croissante sur 

[,0[ +∞ , donc est bijective de [,0[ +∞  dans [,0[)[(lim),0([[),0([ +∞==+∞
+∞→

xfff
x

. La 

fonction réciproque est la fonction racine n-ième notée : n xx a . Le cas particulier le 
plus connu est celui de la racine carrée )2( =n . 
Exemple 2 : La fonction f : xx lna  est continue et strictement croissante sur [,0] +∞ , 

donc est bijective de [,0] +∞  dans [,])[(lim),(lim][),0(]
0

+∞∞−==+∞
+∞→→ +

xfxff
xx

. La 

fonction réciproque est la fonction exponentielle. 

V – Réciproques des fonctions trigonométriques 

1) Fonction cosinus 

Théorème : La fonction cosinus est définie sur  �, paire et périodique de période π2 . 

Il suffit donc de l’étudier sur ],0[ π . 
La parité permet par symétrie par 
rapport à l’axe des ordonnées 
d’obtenir la courbe sur ],[ ππ− .  
La périodicité permet par translations 
de vecteurs ik

r
π2  ( �∈k ) d’obtenir 

toute la courbe. 

Le point 






 π 0,
2

I  est centre de 

symétrie de la courbe car : 
 xxx cos)cos( −=−π∈∀ � . 

 
Théorème : La fonction cosinus est continue et dérivable sur  �� : xxx sin)((cos)' −=∈∀ � . 

 Donc : 0)((cos)'[,0] >π∈∀ xx  et π==⇔= xxx ou    00)((cos)' . 
Donc la fonction cosinus est strictement décroissante sur ],0[ π . De plus elle est 
continue, donc elle définit une bijection de ],0[ π  dans ]1,1[]0cos,[cos −=π . 

Définition : La restriction de la fonction cosinus à ],0[ π  est bijective de ],0[ π  dans ]1,1[−  

et on appelle Arccosinus sa réciproque : 




π≤≤

=
⇔=−∈∀

y

yx
xyx

0

cos
Arccos]1,1[  

 On obtient le tableau des valeurs usuelles : 

x 1−  
2

3
−  

2

2
−  

2

1
−  0 

2

1
 

2

2
 

2

3
 1 

xArccos  π  
6

5π
 

4

3π
 

3

2π
 

2

π
 

3

π
 

4

π
 

6

π
 0 
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Théorème : La fonction Arccosinus est définie, continue et strictement décroissante 
sur ]1,1[−  à valeurs dans ],0[ π . Sur cet intervalle, sa courbe est symétrique de celle du 
cosinus par rapport à la première bissectrice.                        

x 1−              0              1 
Arccos' �      −    1−       −     �  

Arccos 
π               2π  
                                  0   

Propriété : xxx Arccos)Arccos(]1,1[ −π=−−∈∀  
 Démonstration : On pose xArccos=α  et )Arccos( x−=β .  

Donc ],0[ π∈α  et ],0[ π∈β . Et : )cos(coscos α−π=α−=β .  
Or si π≤α≤0 , alors π≤α−π≤0 . Donc par injectivité : α−π=β . 

Théorème : La fonction Arccosinus est dérivable sur [1,1]−  et : 

   
21

1
)((Arccos)'[1,1]

x
xx

−
−=−∈∀  

Démonstration : Soit ]1,1[−∈a  et ]1,1[−∈x  avec ax ≠ . Le taux d’accroissement est : 

by

by

ax

ax
xT

coscos

ArccosArccos
)(

−
−

=
−
−

=  avec xy Arccos=  et ab Arccos= .  

Or la fonction Arccosinus est continue. Donc ax
ax

ArccosArccoslim =
→

.  

Donc : 
by

by
xT

byax coscos
lim)(lim

−
−

=
→→

 si elle existe. 

La fonction cosinus est dérivable sur ],0[ π  et yyy sin)((cos)'],0[ −=π∈∀ . 

Donc : b
by

by
by

sin
coscos

lim −=
−
−

→
. Et 0sin =b  ssi { }π∈ ,0b , donc ssi { }1,1−∈a . 

Donc si 1±=a , ∞=
→

)(lim xT
ax

. Donc la fonction Arccosinus n’est pas dérivable en a. 

Mais si [1,1]−∈a  : 
21

1

sin

1
)(lim

ab
xT

ax −
−=−=

→
 car : 222 1cos1sin abb −=−=  et 

[,0] π∈b  donc 0sin >b . Donc la fonction Arccosinus est dérivable en a. 

2) Fonction sinus 

Théorème : La fonction sinus est définie sur  �, impaire et périodique de période π2 . 

Il suffit donc de l’étudier sur ],0[ π . 
La parité permet par symétrie par 
rapport à l’origine d’obtenir la courbe 
sur ],[ ππ− .  
La périodicité permet par translations 
de vecteurs ik

r
π2  ( �∈k ) d’obtenir 

toute la courbe. 

La droite d’équation 
2

π
=x  est axe de 

symétrie de la courbe car : 
 xxx sin)sin( =−π∈∀ � . 
 

 
Théorème : La fonction sinus est continue et dérivable sur  �� : xxx cos)((sin)' =∈∀ � . 

 Donc : 0)((sin)'
2

,
2

>




 ππ
−∈∀ xx  et 

2
ou    

2
0)((sin)'

π
=

π
−=⇔= xxx . 
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Donc la fonction sinus est strictement croissante sur 




 ππ
−

2
,

2
. Elle est continue, donc 

elle définit une bijection de 




 ππ
−

2
,

2
 dans ]1,1[

2
sin,

2
sin −=















 π







 π
− . 

Définition : La restriction de la fonction sinus à 




 ππ
−

2
,

2
 est bijective de 




 ππ
−

2
,

2
 dans 

]1,1[−  et on appelle Arcsinus sa réciproque : 






π
≤≤

π
−

=
⇔=−∈∀

22

sin
Arcsin]1,1[

y

yx
xyx  

 On obtient le tableau des valeurs usuelles : 

x 1−  
2

3
−  

2

2
−  

2

1
−  0 

2

1
 

2

2
 

2

3
 1 

xArcsin  
2

π
−  

3

π
−  

4

π
−  

6

π
−  0 

6

π
 

4

π
 

3

π
 

2

π
 

Théorème : La fonction Arcsinus est définie, continue et strictement croissante sur 

]1,1[−  à valeurs dans 




 ππ
−

2
,

2
. Sur cet intervalle, sa courbe est symétrique de celle du 

sinus par rapport à la première bissectrice.  

                        
x 1−              0              1 

Arcsin' �       +     1      +     �  

Arcsin 
                  0           2π  

 2−π  

  
Propriété 1 : La fonction Arcsinus est impaire : xxx Arcsin)Arcsin(]1,1[ −=−−∈∀  
Démonstration : On pose xArcsin=α  et )Arcsin( x−=β .  

Donc 




 ππ
−∈α

2
,

2
 et 




 ππ
−∈β

2
,

2
. Et : )sin(sinsin α−=α−=β .  

Or si 
22

π
≤α≤

π
− , alors 

22

π
≤α−≤

π
− . Donc par injectivité : α−=β . 

Propriété 2 : 
2

cosArcArcsin]1,1[
π

=+−∈∀ xxx .  

Démonstration : On pose xArcsin=α  et xcosArc=β .  

Donc 




 ππ
−∈α

2
,

2
 et ],0[ π∈β . Et : 








α−

π
=α=β

2
cossincos .  

Or si 
22

π
≤α≤

π
− , alors π≤α−

π
≤

2
0 . Donc par injectivité : α−

π
=β

2
. 

Théorème : La fonction Arcsinus est dérivable sur [1,1]−  et : 

   
21

1
)(sin)'(Arc[1,1]

x
xx

−
=−∈∀  
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Démonstration : On utilise : xxx cosArc
2

Arcsin]1,1[ −
π

=−∈∀ . Donc la fonction 

Arcsinus est dérivable sur [1,1]−  et 
21

1
)(cos)'(Arc)((Arcsin)'

x
xx

−
=−=  

3) Fonction tangente 

Théorème : La fonction tangente est définie sur 






 ∈π+
π

−= �� kkD /
2

, impaire et 

périodique de période π . 

Il suffit donc de l’étudier sur 




 π
2

,0 . 

La parité permet par symétrie par 
rapport à l’origine d’obtenir la courbe 

sur 




 ππ
−

2
,

2
.  

La périodicité permet par translations 
de vecteurs ik

r
π  ( �∈k ) d’obtenir 

toute la courbe. 

 
Théorème : La fonction tangente est continue et dérivable sur D� : 

     x
x

xDx 2
2

tan1
cos

1
)((tan)' +==∈∀ . 

 Donc : 0)((tan)' >∈∀ xDx . 

Donc la fonction tangente est strictement croissante sur 




 ππ
−

2
,

2
. Elle est continue, 

donc elle définit une bijection de 




 ππ
−

2
,

2
 dans [,][t anlim,tanlim]

)2()2(
+∞∞−=

−+ π→π−→
xx

xx
. 

Définition : La restriction de la fonction tangente à 




 ππ
−

2
,

2
 est bijective de 




 ππ
−

2
,

2
 

dans � et on appelle Arctangente sa réciproque : 






π
<<

π
−

=
⇔=∈∀

22

tan
Arctan

y

yx
xyx �  

On obtient le tableau des valeurs usuelles : 

x 3−  1−  
3

1
−  0 

3

1
 1 3  

xArctan  
3

π
−  

4

π
−  

6

π
−  0 

6

π
 

4

π
 

3

π
 

Théorème : La fonction Arctangente est définie, continue et strictement croissante sur 

� à valeurs dans 




 ππ
−

2
,

2
. Sur cet intervalle, sa courbe est symétrique de celle de la 

fonction tangente par rapport à la première bissectrice.  

                        
x ∞−           0           ∞+  

(Arctan)' �      +     1      +     �  

Arctan 
                  0           2π  

 2−π  
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Propriété 1 : La fonction Arctangente est impaire : xxx Arctan)Arctan( −=−∈∀ �  

Démonstration : On pose xArctan=α  et )Arctan( x−=β .  

Donc 




 ππ
−∈α

2
,

2
 et 




 ππ
−∈β

2
,

2
. Et : )tan(tantan α−=α−=β .  

Or si 
22

π
<α<

π
− , alors 

22

π
<α−<

π
− . Donc par injectivité : α−=β . 

Propriété 2 : 
2

1
ArctanArctan[,0]

π
=







++∞∈∀
x

xx .  

Démonstration : On pose xArctan=α  et 






=β
x

1
Arctan .  

Donc 




 ππ
−∈α

2
,

2
 et 




 ππ
−∈β

2
,

2
. Et : 







 α−
π

=
α

=β
2

tan
tan

1
tan .  

Or si 
22

π
<α<

π
− , alors 

22

π
<α−<

π
− . Donc par injectivité : α−

π
=β

2
. 

Théorème : La fonction Arctangente est dérivable sur � et : 
21

1
)((Arctan)'

x
xx

+
=∈∀ �  

Démonstration : Soit a et x réels avec ax ≠ . Le taux d’accroissement est : 

by

by

ax

ax
xT

tantan

ArctanArctan
)(

−
−

=
−
−

=  avec xy Arctan=  et ab Arctan= .  

Or la fonction Arctangente est continue. Donc ax
ax

ArctanArctanlim =
→

.  

Donc : 
by

by
xT

byax tantan
lim)(lim

−
−

=
→→

 si elle existe. 

La fonction tangente est dérivable sur D et yyDy 2tan1)((tan)' +=∈∀ . 

Donc : 22 1tan1
tantan

lim ab
by

by
by

+=+=
−
−

→
 ( 0≠ ). Donc : 

21

1
)(lim

a
xT

ax +
=

→
. 

Donc la fonction Arctangente est dérivable en a et 
21

1
)((Arctan)'

a
a

+
= .  
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