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I — Chaine infinie d’oscillateurs et approximation des milieux continus :

Afin d’étudier la propagation d’ondes sonores dans les solides, on utilise le modéle suivant (voir
figure) : le solide est constitué d’une chaine infinie d’atomes ponctuels, de masse m, reliés entre
eux par des ressorts de raideur k et de longueur a vide d (correspondant a la distance inter-atome
a I’équilibre).

Le mouvement de Pensemble se fait sans frottements le long de I'axe (Ox). Les atomes se
déplacent légerement autour de leurs positions d’équilibres respectives, que I'on peut repérer sous
la forme x,,, = nd.

k i k n k  n+l
m m

m

On repere les positions des atomes hors équilibre par leurs abscisses :
x, () =nd +u,(t)
ou les déplacements u,(t) restent faibles vis-a-vis de d.
Le théoréme du CI appliqué a 'atome de rang (n) donne, en projection :
mxX, =—k(u, —u,_| )tk —u,)=—kQu, —u, | —u,,)
La distance d inter-atome est de 'ordre de d =107""m, distance trés inférieure aux distances

caractéristiques des phénomenes de propagation que 'on étudie. On va ainsi définir une fonction
continue de la maniére suivante :

u(x,,t)=u,(t)

11 vient alors :

Ju 10%u
un+l(t)=u(xn+1,t)=u(xn+d,t)=u(xn,t)+gd+aax—2d2
ou 10%u
1= D =u(x,—d,t)y=u(x,,t)——d+——-d
Uy () =ulx, . 0) =u(x )=u(x,,1) PR

Et I’équation du mouvement devient alors :

0%u %u .,
m—-=k|—-d
or? [axz J

’u 1 9%u kd *
—2——2—220 avec C=q—
ox° ¢° ot m

C’est I’équation d’onde de d’Alembert, déja obtenu en EM lors du chapitre sur les équations
locales. On sait qu’elle est associée a un phénomene ondulatoire de célérité c.

Soit :

IT — Vibrations transversales d’une corde ; équation d’onde de d’Alembert :

On considére une corde inextensible, de masse linéique |, tendue horizontalement avec une force
constante F.
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A Téquilibre, la corde est horizontale. On supposera dans la suite que la pesanteur n’intervient
pas (sinon, la forme de la corde serait une chainette).

On se propose d’étudier les petits mouvements au voisinage de cet équilibre, avec le modéle
suivant :

e [ ¢élément de corde situé au point de coordonnées (x,0) a I’équilibre se trouve au point de
coordonnées (x,y(x,t)) hors équilibre ; autrement dit, on néglige son déplacement le long

de (Ox).

® [’angle O(x,t) que fait la tangente a la corde au point d’abscisse x a l'instant t est un
infiniment petit (cosa=1;tana=sina=a).

® i on considere une coupure fictive au point d’abscisse x, I'action exercée par la partie
gauche de la corde sur la partie droite se réduit a une force fg (x) tangente a la corde ; de

méme, I'action exercée par la partie droite sur la partie gauche se réduit a une force 7, (x).

D’apres le principe des actions réciproques, T, (x) =T, (x).

Le théoreme du CI appliqué a un élément de corde situé entre les abscisses x et x + dx donne :

y .
A Brin de

corde T L (x+dx)

/

o(x)

T, (x)

\ 2

X x+dx X

9%y

u dxat—zﬁy =fg (. )+T; (x+dx,t) =T, (x,0)+ T, (x +dx,1)

En projection et en notant 7 = “fd “ :

0=-T(x,t)cos a(x,t)+T (x+dx,t)cos a(x+dx,t) 1
82

M dx a—zy =-T(x,t)sin a(x,1)+ T (x+dx,t) sin a(x+dx, 1) (2)
t

Si on se limite a Pordre 1, ’équation (1) donne :
T(x+dx)=T(x)=cste=F

Iéquation (2) se réécrit :

2
Iudxa_y:_Fa(x,t)+F0{(x+dx,t)=Fa—adx
o> ox

0 .
Or, tana=—yza, d’ou :
ox
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9%y 9%y 0%y 1 9%y [F
—=F — soit ————=0 (avec c=_|—)
“ o> ox? ox2 % o? U

On retrouve la encore I’équation d’ondes de d’Alembert.
Dans le cas de la corde, 'onde est dite transversale (le déplacement a lieu selon Oy).

Dans le cas de la chaine infinie d’atomes, I'onde était longitudinale (le déplacement se faisait selon
(Ox)).

III — Familles de solutions de ’équation d’onde de d’Alembert :
1- Ondes progressives :

On se propose de résoudre 'équation de d’Alembert unidimensionnelle :

De maniere symbolique, cette équation peut s’écrire :

d d 0
vV—+— || v——=—|5=0
(ax atj( ox atj
On pose :

X X
p=t+— et g=t——
1% 1%

et, en considérant x et t comme des fonctions de p etde q :
9 _ %0, 099 1/0 9
dx oxdp Odxdg v\dp Jdgq

0 0, %0 0 2

 ddp ddg p oq
On en déduit :
3 9 .9 3 2 d

v—+—=2— et ———=2—

o o op "o Tog

I’équation de d’Alembert prend alors la forme :
9% _9(ds)_ 0
dpdg  dp\Jq

=@(q) et, si f(q) désigne une primitive de Q(q), alors :

ds

Par conséquent, —
dq

s=f(@)+g(p)= f(l‘—%)+g([+%)
Interprétation physique : on considére une fonction de la forme :
s, (60 =f-5)
1%

On constate que :
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X+ Ax

f(t—§>=f<t+m— )

pour tout couple Ax et At vérifiant: Ax=vAr. Ainsi, s,(x,t) représente un signal qui se propage
sans déformation a la vitesse v le long de I'axe (Ox) dans le sens positif. Une fonction de la forme

Ft-2) est appelée onde plane progressive.
1%

s+(x,r>=f(r—§>

A ayaN

4
Instant Instant *

t t+At

. X , . . , : N :
La solution s_(x,1) = f(t+—) représente un signal qui se propage sans déformation a la vitesse v le
1%

long de I'axe (Ox) dans le sens négatif.

On se propose maintenant de résoudre ’équation de d’Alembert tridimensionnelle :

1 9%s =
As———2=0 avec s(r,t) = s(x,y,2,t)
v? or?

On vérifie que des fonctions de la forme :
_X -y "y
sx,i(-x9yyz9t)=f(t+;) 5 sy,i(-xyy9Z3t)=f(t+; 5 sz,i(-xyy9Z3t)=f(t+;)

sont solution de Iéquation tridimensionnelle (ces solutions sont appelées ondes planes de
directions de propagations respectives i,, i, et i, dans le sens positif ou négatif).

Remarque : des ondes sphériques sont également solution de Péquation de d’Alembert
tridimensionnelle : on cherche, par exemple, des solutions a symétrie sphérique s(r,t). En utilisant
la forme du laplacien en coordonnées sphériques, il vient :

RN
ror? > or?
Soit encore :
92 1 92
—(rs)———=(rs)=0
or? vZ or?

On constate alors que la fonction rs(r,t) est solution de I'équation unidimensionnelle de
d’Alembert. Par conséquent :

rs(rt) = f(t—2)+ gt +2)
\% A%
Soit :

s(r,t) = !

Y ([
r 14 r 1%
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Les deux termes de cette somme représentent des ondes sphériques respectivement divergente et
convergente. On constate que le signal ne se propage pas sans déformation en raison de
laffaiblissement exprimé par le facteur 1 / .

Ordres de grandeurs :

On peut évaluer 'ordre de grandeur de la célérité des ondes dans le modele de la chaine d’atomes
et la comparer avec 'ordre de grandeur de la célérité des ondes sonores dans les solides qui vaut
typiquement quelques milliers de metres par seconde.

Pour estimer la raideur k, on suppose que 'ordre de grandeur de I’énergie de liaison par atome est

. . S 1 . - -
I'ev et que cette énergie est de la forme élastique Ekd > ot d=10""m. On trouve k=10 Nm™".

[ 2
c= i ~3.103m.s™
m

Soit un ordre de grandeur tout a fait satisfaisant.

Avec m=10"%kg , on obtient :

Dans chacun des deux exemples (chaine d’atomes et corde vibrante), on constate que la célérité
est une fonction croissante de la raideur du milieu (k ou F) et décroissante de l'inertie du milieu

(m ou W). On peut retenir, plus généralement que :

«Des ondes mécaniques se propagent d’autant plus mal que le milieu est plus mou et plus
inerte. »

2 - Ondes progressives harmoniques :

On se limite ici a des solutions harmoniques de I'équation de d’Alembert, c’est-a-dire des
solutions de la forme :

wnnzAm{wa—%j
c
Ces solutions correspondent a des ondes planes progressives harmoniques (OPPH).

Ces fonctions, de période temporelle r==2 possedent une période spatiale A=cT =215
@ @
appelée longueur d’onde.

On définit le vecteur d’onde & tel que :
lzzkﬁx avec k=—=—

I’OPPH est alors de la forme :
s(x,1) = A cos(ar — kx))

3 - Ondes stationnaires :

On cherche des solutions de I’équation de d’Alembert de la forme (méthode de séparation des
variables) :

s(x,1) = f(x) g(r)
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En substituant dans I’équation de d’Alembert :

o 1
ox> ¢ or?
11 vient :
1 ..
[ 0gM)-— f(0)g®)=0
C
D’ou:
1 " = L& = =
Fo ! T e T
On obtient ainsi deux équations différentielles :
1 1 g
—f'()=K t — 8ok
fo ! W ¢ 2 ()
Ou encorte :
['(x)—Kf (x)=0 et §)—c*Kg(t)=0

Si K > 0, la solution de la deuxieme équation différentielle est de la forme :

g = Ae“/Et + Be_c‘/Et

Cette solution est a rejeter : en effet, elle correspond soit a une solution divergente soit a une
solution transitoire.

Dans la suite, on suppose K < 0 ; alors, en posant —c*K = @” :
g(1) = Acos(ax —¢)

La 1% équation donne alors :
2
@+ f0=0 soit f(x)=B cos(ﬂx— y/]
(& (&
La solution globale de I'équation de d’Alembert est alors :

s(x,t)=C cos(2 xX— l//j cos(a)t - (0)
C

. @
On pose dans la suite k =— alors :
c

s(x,t)=C cos(kx - l//) cos(a)t - (p)

Ce type de solutions, appelé onde plane stationnaire est tres différent d’une onde plane
progressive : les dépendances spatiale et temporelle interviennent séparément ; la dépendance
spatiale intervient dans 'amplitude de l'oscillation temporelle et non plus dans la phase, de telle
sorte que tous les points de la corde vibrent en phase ou en opposition de phase.

L’allure de la corde a différents instants est représentée sur la figure suivante. Certains points de
la corde sont fixes et sont appelés nceuds de vibrations ; d’autres ont une amplitude de vibration
maximale et sont appelés ventres de vibrations.
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A s(X,t)

A\ 4

Les courbes en gras correspondent aux instants ou la vibration est extrémale ;
la courbe en pointillés correspond a un instant quelconque.

Position des nceuds : elle s’obtient en écrivant que :

cos(kx—y)=0  soit  kx, —l//:(2n+1)§

Soit, avec k= 277[ :

X, :@,1+Z
4 k

SRS

La distance entre deux nceuds successifs est égale a

Position des ventres : elle s’obtient en écrivant que :
cos(kx— v)==l1 soit kx, -y =nrx

Soit :

SNES

La distance entre un nceud et un ventre successif est égale a

IV — Applications :

1 - Etude des petits mouvements libres d’une corde vibrante fixée a ses deux extrémités,
modes propres :

On considére une corde de longueur L fixée a ses extrémités d’abscisses x = 0 et x = L
y(0,0) = y(L,1) =0 (a tout instant)

Les CI sont les suivantes :
_ dy
At=0: y(x,00=a(x) et E(x,O) = f(x)

La corde évolue ensuite librement (régime libre).
On cherche des solutions de I’équation de d’Alembert sous la forme d’ondes stationnaires :
y(x,t)=C cos(kx -vy) cos(a)t - (0)

Les conditions aux limites entrainent :
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cosy =0 et cos(kL—y) =0

, T . . o~
Par conséquent, W:E et sinkL=0, soit kL=nzx : la norme du vecteur d’onde k est quantifiée.

Les pulsations le sont également :

k=

Q N
— d'ou w=n—
c

. . . 2 . .
En faisant intervenir la longueur d’onde A=c¢T =c—, il vient :
o

L=ni
2

La longueur de la corde doit étre égale a un nombre entier de fois la demi-longueur d’onde. Cette
condition traduit la contrainte imposée par les extrémités fixes de la corde : on doit y avoir un

nceud de vibration et on sait que deux nceuds de vibration successifs sont distants de rx

Ces pulsations, quantifiées par 'entier n, sont appelées pulsations propres ; un mode propre sera
caractérisé par la solution suivante de I’équation de d’Alembert :

c 3
,t)=C, cos| n—1t—@, |sin| n—
s =Cucof o519, o

La solution générale sera une superposition de ces modes propres :

y(x, 1) = z C, cos[n%t— 0, j sin(n% x]

n=1

L’allure de la corde vibrante pour les premiers modes propres est donnée sur la figure :

A sxb) n=3

N T N N

>

X

A Sx.D

n=2
\ /’\ .
/\/ X

A s(x,t)

N,
Ll
/ X

Trois premiers modes propres d’une corde fixée a ses extrémités.

Les CI imposent :

y(x,0)=a(x) = z C, cos((pn )sin(n% x]

n=1
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ct:
Y (0= 0 =3¢, [0 |sin(e, )sinf n T
o (x,0)=B(x) = 2 C, (n 7 jsm(qon )sm(n i x]

Etendus a Iintervalle J-eo,+00[, ces développements en série de Fourier sont ceux d’une fonction
impaire (absence de termes en cosinus) de période 2L.

Connaissant les fonctions 0u(x) et B(x) sur lintervalle physique [0,1] correspondant 2 la corde, on
peut définir des fonctions impaires et périodiques de période double 2L, puis développer ces
fonctions en série de Fourier :

N [ - |
a(x) = nZ:} a, Sln(nzxj et PBx)= ; B, sm(nzxj
Avec :
a, = %I;L sin[n%x] a(x) dx

et:
1+l b4
=— sin| n—x | f(x) dx
b=71, [ . ]ﬂ( )
En identifiant les deux développements en séries de Fourier :
a,=C,cos@, et B,=C, [n %) sin(g, )

On peut ainsi en déduire les coefficients C_ et @, inconnus et déterminer ensuite la solution finale
y(x,0).
En conclusion, on peut construire la solution générale en régime libre de I’équation de

d’Alembert pour une corde fixée a ses deux extrémités par superposition de modes propres, en
utilisant les développements en séries de Fourier des conditions initiales.

A x fixé, la dépendance temporelle de y(x,t) fait apparaitre un fondamental de pulsation @, :%.

PTSNET L 2r 2L
Le mouvement de la corde est donc périodique, de période 7; =—=—.
o c

En pratique, une corde vibrante réagit avec I'air ambiant et émet une onde sonore. Ceci a pour
effet de prélever de I’énergie sur la corde et d’amortir ses oscillations qui ne sont donc pas
réellement périodiques.

2 - Corde de Melde ; ondes stationnaires et résonances :

Dans Pexpérience de Melde, I'extrémité d’abscisse x = L. d’une corde est fixée (y(L,t)=0) et un
opérateur impose en x = 0 un déplacement harmonique y(0,7) =acosar de pulsation .

On s’intéresse au régime forcé, obtenu apres disparition du régime transitoire. On cherche ainsi
une solution de I’équation de d’Alembert correspondant a une onde stationnaire de méme
pulsation que I’excitation :

y(x,t)=C cos(kx - l//) cos(a)t - (0)

10
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Les conditions aux limites imposent :

y0,6)=C cos(l//) cos(a)t - (p) =acosax et y(L,t)=0=C cos(kL - l//) cos(a)t - (p)

D’ou:
T
a=C cos(y) ; p=0 ; -y =7

Soit :

a V4
C= ; =0 ; =kL——
sin(kL) 4 v 2

Par conséquent :

sink(L- ) cos r (avec k =2)

yeen=a=e c

L amplitude des vibrations est maximale pour sin(k(L—x))==1 et vaut (en valeur absolue) :

_a
Ymex sin(kL)

Cette amplitude maximale devient infinie (la corde est alors en résonance) pour des pulsations
excitatrices telles que :

. T c
kL=nrx soit w, = nT

correspondant aux modes propres de la corde. Néanmoins, d’inévitables amortissements et la
raideur de la corde font que 'amplitude maximale garde une valeur finie.

B

11
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Exercices

Equation d’onde de d’Alembert
(unidimensionnelle)

B

1) Corde de Melde : lors d'une manipulation avec la corde de Melde, on trouve les résultats ci-
dessous :

a) Pour une méme longueur de la corde L et une méme masse M accrochée a celle-ci, on obtient
les résultats suivants :

**k FPréquence de résonance 19 Hz pour deux fuseaux.
**k Fréquence de résonance 28 Hz pour trois fuseaux.

Ces valeurs numériques sont-elles compatibles entre elles ? Quelles seraient les fréquences de
résonance suivantes ?

b) La longueur de la corde est L =117 cm. Quelle est la vitesse ¢ de propagation d'une
perturbation sur cette corde ?

¢) La masse M accrochée a cette corde est égale a M=25 g. Quelle est la tension de la corde ? En
déduire un ordre de grandeur de la masse linéique de la corde.

2) Résonances sur une corde vibrante en présence de forces volumiques : on étudie les
petits mouvements dans la direction u, d'une corde métallique de longueur L, fixée en ses deux
extrémités d'abscisses x=0 et x=L. On néglige la pesanteur. La corde est patcourue par un

courant d'intensité I=I cosmt et plongée dans un champ magnétique B=Bsin(Tx/L)u,.. On note
F la tension de la corde et )L sa masse linéique.

a) Montrer que le déplacement z(x,t) d'un point de la corde est solution d'une équation aux
dérivées partielles de la forme :

2 2
% —c? % =A sin(%) cos(ax)

ou ¢ et A sont deux constantes a exprimer en fonction des données.

b) En régime sinusoidal forcé, on cherche une solution de la forme z(x,t)=Csin(Ttx/L)cos(mt).
Déterminer C pour @#Tc/L. Que se passe-t-il lorsque ® tend vers Tic/L ?

12
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3) Etude des vibrations d'une corde verticale : l'axe (Ox) est vertical ascendant, (Oy)
horizontal. Une corde, infiniment souple, de masse linéique W, de longueur L est suspendue au
point A dans le champ de pesanteur d'intensité g. Lorsque la corde est au repos, son extrémité
inférieure coincide avec le point O. Son point d'accrochage A effectue des oscillations
hotizontales : y,=acost, d'amplitude a tres inférieure a L. L'extrémité inférieure de la corde ne
subit aucune contrainte. Le déplacement (quasi-horizontal) d'un point P(x) de la corde par
rapport a sa position d'équilibre est noté y(x,t).

<

y

Dans toute la suite, on suppose que y, &v/dk et d*y/ck* sont trés petits et que le déplacement de
la corde ne se produit que dans la direction (Oy).

a) Montrer que 1'équation de propagation des ondes le long de la corde est :
Pyl =g/ k+x.0%y/k?)
b) On cherche une solution de 1'équation ci-dessus sous la forme :
y(x,t) = a(x)cosawt + B(x)sin wt
* Montrer que 0u(x) et B(x) vérifient la méme équation différentielle.

* On note : X=x(0/g) ; 0=A,AXX) ; Bx)=B,A(X), avec A(0)=1. Etablir 'équation vérifiée par la
fonction A(X), puis rechercher une solution de cette équation sous la forme d'un développement
en série enticre :

AX)=1+AX+AX+ ..
Déterminer les coefficients A,.
Solution :
La relation de la dynamique appliqué a un élément de corde situé entre x et x + dx donne :
pdx @ =T (x+dx)—T (x)+ udx g
Le poids ne peut pas étre ici négligé puisqu’il est responsable de la tension de la corde.
* En projection sur (Ox) vertical :
0=T,(x+dx)—T,(x)—pudx g
Par conséquent :

oT
a; =udx g soit T, =ugx

* En projection sur (Oy) horizontal :

9%y oT,
pdx —==T (x+dx)-T, (x)= L dx
ot : : ox

13
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La tension étant tangente a la corde, on peut écrire :

T, oT,
anglea:a—=—) soit _}=i Txa_y =i ’ugxa_y
ox T, ox Ox ox ox ox
Ou encore :
T, J2 d
y Yy y
— = - 4 -
o Hgx o2 Hg o
Finalement :

2%y 9%y dy
P - 4+
ar’ g[x ox?  ox

b) On cherche des solutions de la forme : y(x,7) = a(x)cos ax + (x)sin ax . Ainsi :

2 2
—wza(x)cosa)t—wzﬂ(x)sina)t=g X d acosa)t+d 'Bsina)t +(d—acoswt+ﬁsina)t]
dx? dx? dx dx

Soit :

2 2
wza(x)+gxd a+gd_0! cos ax + a)zﬁ(x)+gxﬂ+gﬁ sinat =0
dx* 7 dx dxr ° dx

X
Cette égalité devant etre vérifiée a tout instant, on en déduit :

2 2
d a+gd—a=0 et a)zﬁ(x)+gxd ’B+gﬁ=0
dx* 7 dx dx® ° dx

a)za(x) +gx

Ainsi, les fonctions o et B vérifient bien la méme équation différentielle.

On note : X =x(00/ g) ; & = A AX) ; B(x) = B,AX), avec A(0) = 1. [’équation différentielle
vérifiée par la fonction A(X) devient :

d*A dA
+_

A+ X =
dx?* dX

La solution sous forme d’une série enticre :

A(X)=1+ZAka
k=1

vérifie cette équation différentielle si :

1+ 4, +Z(Ak +(k+DA,,, +(k+DkA, )X * =0

k=1
On en déduit :
A -n*
A==l 5 Ay =——F=, puis A, = ( )2
(k+1) (k")
Les premiers termes de la solution sont ainsi :
1 1 1 1
X4 — X ——— X7+

AX)=1-X+—X*-——
4 36 576 14 400

Remarque : on peut aussi résoudre ’équation différentielle avec MAPLE.

14
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4) Oscillations transversales d'une corde plombée : une corde élastique de masse négligeable
est, a I'équilibre, tendue avec une force F entre deux points fixes O et A distants de 4a. La corde
portte, régulierement espacés, trois plombs P, P, et P; de méme masse m. On néglige le poids des
plombs, chaque troncon de corde dont la longueur est a dans I'état d'équilibre initial est

caractérisé par la raideur k et la longueur naturelle 1, <a. On pose ®,’=F/ma.
On étudie les petits mouvements transversaux des plombs ; I'ordonnée du plomb P, esty, a la
date t (y,<<a), on admet que son abscisse reste constamment égale a x,=na.
A

Py (m) P, (m) P; (m)

Y1 Vs VE A

SANNN

@)

a
s

a) Etablir un systeme différentiel du second ordre relatif au mouvement étudié.

b) On recherche des solutions du type y,=a,cos®t (tous les plombs vibrant en phase a la méme
fréquence). Déterminer les valeurs de ® possibles pour de tels mouvements (modes propres du
systeme).

Solution :

a) Le PFD appliqué a chaque plomb en projection verticale donne :

mjilz—Fﬂ—Fyl_yz
a a
mjizszl_yz _p227)s
a a
mjs =—F )’3;)’2 —F%

Soit :

¥ =05 (-2y,+,)
o= @5 (y1 =2y, +y3)
Y3 =@ (¥, —2y3)
b) On obtient le systeme linéaire :
(@ =203)a, + W3a, =0
o}a, +(@° =20} )a, + wia; =0

o) ay + (@ =27 )a; =0

Ce systeme ne possede de solutions non triviales que si son déterminant est nul :

o - 2] o 0
o} o’ 20} o} |=0
0 @ o 2]

On obtient alors trois pulsations propres :

W, =, 2-2 a)Z:wO\/E ;W = 2+42
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5) Equation de propagation de Klein-Gordon : on étudie la propagation d'onde le long d'une
chaine de pendules simples, identiques, de masse M et de longueur L, couplés par des ressorts de
constante K, représentés sur la figure ci-dessous :

a

———
X
On
L
en
M
N 4§ |1 W—

_—> —> <«

Yn-1 Yn Wt

On notera @y =vK/M et Q,=+/g/L.

a) Quelle est I'équation de propagation liant les petits déplacements W, =L6,, ¥, | et ¥,
des extrémités des pendules ?

b) Quelle est la relation de dispersion des ondes progressives monochromatiques caractérisant
cette propagation ?

c) Représenter la relation de dispersion en précisant la bande permise pour les pulsations
d'oscillations libres de la chaine de pendules couplés.

d) Préciser la forme prise par ces résultats dans l'approximation des milieux continus.
Solution :

a) Le théoreme du moment cinétique appliqué au pendule (n) donne :

MIL*6, =-MgL®, +KL(6, , —26, +6,.,)
D’ou Iéquation de propagation :
0, =-Q46, + @ (0, =26, +6,.1)
b) On cherche des solutions sous la forme d’ondes planes : 8, = Ae"™ ™™ . Ainsi :
_ @ ANk _ Q2 giler-ika) 4 o2 qilar-(mDka) o gil@-nka) 4 giar-(rika) y
Soit :
—* =-Q) + &} (" 2+ AT )= Q2 + @F (2cos ka—2)

Finalement :

o* =Qf +4w0; sinz[k—zaj

¢) L’intervalle de pulsations possible est (zone de Brillouin) : [QO,JQ% +dawy] } . On peut tracer ®

en fonction de k :

16



Physique des ondes, équation de d’Alembert

A\ 4

d) Dans I'approximation des milieux continus :
6,(t)=0(na,t)

00(na,t) a—i—l 926(na,1) 22

6,.,t)=0((n+1)a,t)=0(na,t)+ P 2 o2

00(na,r)y 19%*6(na,t) ,
a—+— a
ax 2 a_xz

6, t)=0((n-Da,t)=0(na,t)—

En reportant dans 'équation 8, =-Q36, +@; (8, —26, +6,.,), il vient :

or?

2
-Q30+ay J faz
ox

2
. K
Soit, avec czzwgazz(—a] :
M
0% ,0%6
——cC

- a_2+ Q{6=0 (équation de Klein-Gordon)
t x

La relation de dispersion prend alors la forme :

0’ -Q

C2

~@0*0-c*(-k*0)+Q;6=0 soit k*

6) Un modé¢le de propagation du son dans P’air : un tuyau calorifugé de section S est partagé

en une infinité de compartiments (C,) par des pistons calorifugés IT et IT ., de section S et de
masse m.

Piston IT, Piston I, ,,

Pn—Z P Pn Pn+1

n-1

<A 4

X, = na + uy(t)

Dans chaque compartiment se trouve une mole d’air, assimilé a2 un GP évoluant de manicre
isentropique selon la loi de Laplace PV7” =cste. A Iéquilibre ; I'abscisse du piston (n) vaut

17
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X,¢, =na etla pression a la méme valeur P; dans chaque compartiment. Hors équilibre, I’abscisse

q
du piston (n) vaut x, =na+u, (), avec |u, ()| <<a et la pression dans le compartiment (n) vaut

P

-
a) Etablir Pexpression de la pression P, en fonction de Py, vV, a, u, et u,,, et la linéariser. En
déduire I'équation différentielle linéaire déterminant le mouvement du piston IT .

b) On fait Papproximation des milieux continus en définissant une fonction u(x,t) variant peu a
I’échelle de a, telle que u(na,t)=u,(r). Etablir Péquation aux dérivées partielles dont est solution
u(x,t). Définir une célérité ¢ et commenter son expression.

) Evaluer la célérité c du son dans air en supposant que les pistons de masse m du modele sont
en réalité constitués par le volume d’air V = Sa compris entre deux pistons dans le modele.

On donne: y=14; P, =1bar; u, =13 kg.m™ (masse volumique de lair dans les CNTP).
Solution :

a) P, =P+, —u,)/a)” =Py(=pu,, —u,)/a)

, ’u 107 S
b) i, =(}{>'P0/ma)(un+1+un_1—2un);—g——2—;4=0 avec c¢= 7y Sa
o c” ot
plus rigide (P, augmente) et moins inerte (m diminue), ce qui est naturel pour des ondes
mécaniques.

; ¢ augmente si le milieu est

¢) AN : ¢=328m.s™ (en bon accord avec la valeur attendue).

7) Corde plombée : une corde de longueur 2L et de masse linéique U, a ses deux extrémités
fixées sur un axe (Ox). Une masse ponctuelle M solidaire de la corde a été placée a égale distance
de ses extrémités. On ne tiendra pas compte de la pesanteur et on se limitera aux petits
mouvements selon un axe (Oy) perpendiculaire a (Ox). La corde est tendu avec une tension T,

T,
On note c=_|—> et m=2u,L (masse totale de la corde).
Ho

a) Solent ,(x,1) et ¥, (x,1) les élongations de la corde respectivement pour 0<x<L et pour

L<x<2L. Y(t) repere le mouvement de la masse M. Déterminer les modes propres de cette
corde plombée.

b) Etudier les cas particuliers: M —0(M <<m), M —> oo (M >>m) et M finie non nulle et 1, —0 ;
retrouver simplement le résultat obtenu.

8) Corde de guitare : une corde de guitare de longueur L et de masse linéique W est tendue
(tension T) entre deux points O et A. A l'instant t = 0, la corde est abandonnée dans la position
de la figure (corde pincée) sans vitesse initiale.

y(x,0) = f(x) avec f(x)= nt pour xe€ [O, a] et f(x)= h? pour Xxe€ [O, L]
a —-a

a) Donner ’équation y(x,t) représentant la forme de la corde a un instant t.
Rappel : 1a fonction 2L — périodique impaire se confondant avec f(x) sur lintervalle [0,L] est

développable en séries de Fourier selon :
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) sin| nw “a
2hL L

" _ﬂza(L—a) n’

0= Zl: B, sin(n oy 2_ij oil

@]

b) Déterminer la force F exercée par la corde sur extrémité A (chevalet). Que se passe-t-il si

L .
«'attaque » s’effectue en a=— (p entier) ?
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