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Réflexion des ondes électromagnétiques sur un meétal

Ondes guidées
B

Les guides d’ondes sont des sortes de « tuyaux » permettant de mener une onde EM

d’un point a un autre. Le guidage change tres fortement les propriétés de 'onde par
rapport a la propagation libre dans le vide.

Quelques exemples de guide d’ondes

Le but de chapitre est de présenter les propriétés des ondes EM en présence de
conducteurs et de présenter une théorie des guides d’ondes.




Réflexcion des ondes EM sur un métal, transparents de cours, MP, Lycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

I — Réflexion d’'une OPPH sur un conducteur métallique :
1 - Description du probléme et limitations du sujet :

On s’intéresse a arrivée d’une onde EM sur une surface métallique.

On assimile localement linterface air/métal a son plan tangent et on note “; le
vecteur unitaire normal, dirigé du métal vers Dair,

Onde
/vréﬂéchie
air T i,

métal Onde
transmise

Onde zZ
incidente 4

L’air est assimilé au vide. Dans le conducteur, les charges de conduction sont mises en
mouvement par le champ de 'onde EM et vont intervenir dans le processus de
propagation.
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Dans la suite, on se limite a des fréquences telles que la période de 'onde est tres

orande devant le temps de relaxation du métal (ou V <<10" Hz)

7 -1
La loi d’Ohm est alors vérifiée avec, pour le cutvre par exemple, y=6.10"S.m " .

j=IE

On note ® la pulsation de 'onde incidente.

On constate expérimentalement que 'onde réfléchie et onde transmise ont méme
pulsation.

Le métal sera supposé parfait : sa conductivité y —2 o,
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Les équations de Maxwell ont permis de montrer que :

—

3 o i B -8B N
cond —air et air P conducteur — IUO .]s A n’cond—)air

E. —-E =—n

air conducteur

® [.a composante tangentielle du champ électrique était continue a la traversée de la
surface métallique.

® [La composante normale du champ magnétique était continue a la traversée du
métal.
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2 — Modé¢le du conducteur parfait :

La puissance volumique dissipée par effet Joule dans un conducteur est :

— -

pJoule — ]EZ 7E2

: N ..o :
Pour un conducteur parfait, ¥~ % et ainsi £7 =0 pour que cette puissance
volumique reste finie : le champ électrique est nul a 'intérieur d’un conducteur parfait.

D’apres la relation de Maxwell-Faraday :

roi E=0=-28

ot

Seul un champ statique peut exister dans le conducteur parfait. On supposera dans la

suite qu’il n’y a aucun champ statique : B =0

Finalement, 1l n’y a pas de champ EM au sein du métal parfait (cas identique au cas
statique).
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[’équation de Maxwell-Gauss donne :

divljf=O:£ soit p=0
€

Il n’y a pas de charges volumiques au sein du métal parfait.

[’équation de Maxwell-Ampere donne :

—_

~.
Il
ol

n s — aE — .
rotB=O=,uO]+80,uoa—=,u0] soit
4

Il n’y a pas de courants volumiques au sein du conducteur.

Les charges et les courants ne peuvent étre que surfaciques.
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Conclusion :

—

En régime variable, un conducteur parfait est caractérisé par des champs E et B nuls

et des densités volumiques de charge p et de courant J nulles.

Les charges et les courants ne peuvent étre que surfaciques.

Remarque : on néglige finalement I'effet de peau (voir exercice).

Complément sur P’effet de peau :

Dans le cadre de ’ARQS, le champ EM vérifie les équations de Maxwell « simplifiées »
sutvantes : (on néglige également le courant de déplacement devant le courant de
conduction)
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div B=0
div E=0
—p__98

Eé:ﬂof%“oaé

[’équation de propagation du champ électrique est :

E(Eﬁ) = —,uocfaa—lf = —AE soit AE —,uocfa—E =0

C’est une équation de type «diffusion», obtenue dans les transferts thermiques
conductifs.




Réflexcion des ondes EM sur un métal, transparents de cours, MP, Lycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

On cherche des solutions complexes de la forme E=E,f(2)e’" pou:

J(2) = ju,oaf (2) =0

k=+(1+ j),| 22
On pose "~ £(1+j) > ;alots, en éliminant la solution qui diverge dans le métal

2
(avec z < 0l) et en posant 0= on obtient :
~ p U, 00 > :

m B s jla+als
E=Eze" e/

z/0
Le champ se propage dans le métal mais en étant atténué dun facteur €

(attention ici, z < 0); O est appelée épaisseur de peau et correspond a lordre de
grandeur de la longueur de pénétration de 'onde dans le métal.

Cette épaisseur sera d’autant plus faible que la conductivité de matériau et la fréquence
de 'onde sont élevées. L’onde est ici absorbée du fait de l'effet Joule au sein du

conducteur, sur une épaisseur de "ordre de quelques 0. Si ’on considére une onde EM

de fréquence de 'ordre du GHz, 8 est de 'ordre du um.
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3 — Ondes incidente et réfléchie :

Le champ électromagnétique de 'onde incidente, se propageant dans la direction du

vecteur U; dans le milieu (1) s’écrit :

P Eo i(@—k,.7) B ki nEoi iar-i.7)

air
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Pour londe réfléchie dont la pulsation est la méme que celle de 'onde incidente (se
propageant dans la direction du vecteur iz, dans le milieu 1) :

Br _ k. NE,, ei(ax—/?,.?)

= o ik, F)
Er _ EOre et W

ki =k, =—

On a par ailleurs (dans le vide) : oo

Les conditions de passage des champs électromagnétiques permettent d’atfirmer que :

E -E _9

air conducteur
0

—

et B —-B

— —
cond —air air conducteur ILlO -]s A ncond—)air

— —

Comme Econducteur =0 er B conducteur — 0 5 il vient :

—

- 0 . = -
Eair — 8_ R cond = air et Bair - lLlO Js N ond>air
0
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Le champ électrique total est normal au conducteur alors que le champ magnétique est
tangent au conducteur.

Par conséquent :

E()ie + Eore = —— Nond—air

S

ou 'p =OP désigne le rayon vecteur d’un point P quelconque de 'interface air-métal
(avec 'origine O choiste sur l'interface).

On note

Eoi=FEoiy+EoiL =Eoiy+ Eoi.

(une coordonnée dans le plan tangent au conducteur et une autre coordonnée
perpendiculaire, selon (Oz)).
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De méme pour le champ réfléchi :

Eor=FEory+Eor1L =FEory+Eor:

Si 'on projette sur le plan tangent de I'interface :

—

i@k, 7p) _

Eq e +E,, €

Soit encore :

—ik; .Fp (: - i(k;—k,).7p )_ A
€ EOi,// + EOr,//e =0

On en déduit :

— —

(k;—k,).7p

—

= i
EoytEg, e

=0
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Cette équation devant étre valable pour tout point P, il vient :

(k, —k ).F, =0

air

k i k r colinéaire a Mcond—air : le vecteur d’onde de onde réfléchie est donc

—

dans le plan d’incidence (défini par Ki et Meond—sair ).

Soit

15
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w —_ —_ -
Enfin, comme ki =k, ~ . et que ki =k, est colinéaire 2 Ncond—air | les angles

d’incidence et de réflexion sont identiques (lot de Descartes pour la réflexion).

On en déduit de plus que :

—_—

E 0i.// +E0r,// =0
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4 — Réflexion sous incidence normale sur un plan conducteur parfait :

Dans le cas particulier de 'incidence normale :

- - a _
kl = _kr = - l/tz
C
AZ
Onde Onde
incidente réfléchie
A
k. ) k.
u,
\ 4

Air O Interface z = 0
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= o -
La condition aux limites air = gnw"d—mir pour le champ électrique donne :
- - (o
(El +Er)Z=0 = 7
€o

Or, le champ électrique de 'onde incidente et de 'onde réfléchie sont transverses ; par

conséquent : O = 0 . le conducteur reste localement neutre en surface.
On en déduit ensuite que E, =—E; ;e coefficient de réflexion r relatif 2 I'amplitude
du champ électrique vaut — 1. On détermine le champ magnétique par :

D Igr /\Er (_Igi)/\(_Ei) =
(Br)z=0 — T = P — (Bi)z=0
z=0 z=0

Le coefficient de réflexion relatif au champ magnétique vaut donc 1.
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Quelques animations :

vvvvvvvvv

lambda

Animation cabri géometre (Y.Cortial)

Prise en compte de 'effet de peau :

Animer le ternps t dans le sens horaire,

U WP‘////////// 2 2

LTIt Tese e,

o

Animation cabri géometre (Y.Cortial)

19
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Complément (aspect énergétique de la réflexion) :
Le vecteur de Poynting associé a ’onde incidente est : (repasser en notation réelle)

_ E. AB, E’ _
AL A

Ho HoC

—
I
I

et celui associé a 'onde réfléchie vaut :

Toute Iénergie véhiculée par 'onde incidente se retrouve dans onde réfléchie. Le
métal parfait ne dissipe pas d’énergie et la réfléchit totalement : c’est un miroir idéal.
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5 — Courant surfacique :

La densité de courant surfacique se calcule avec :

—

Bair — lqus A ﬁcond—)air
Soit icl :

(Ei +§r)z=0 :ILIO}:S /\ﬁz
Soit : (on rappelle que an(bnc)=(ac)b- (ﬁb)5>

B i, A(Bi+B,) g i, ARk AE) o _ (i, AE) g Al 2AE)
' Ho Mo HoC HoC

Finalement :
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La réflexion d’une onde plane progressive monochromatique sous incidence normale
sur un plan conducteur parfait induit ainst un courant surfacique de densité :

_ 2 .
js:—EOielwt

HoC

non nul de méme direction que le champ incident ainsi qu’une charge surfacique nulle.

Remarques :

® Existence des courants surfaciques :

L’onde incidente engendre un courant a la surface du conducteur. Comme les
électrons sont mis en mouvement par le champ électrique, il est normal que les
courants ainsi créés solent paralleles au champ électrique incident.
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Champ incident

Champ créé par
les courants surfaciques

Ces courants, créés par le champ incident, sont a leur tour une source du champ EM :
ce sont eux qui sont a lorigine du champ réfléchi. Cela explique pourquoi 'onde
réfléchie a la méme pulsation que londe incidente: des courants oscillants a la

pulsation M engendrent en régime permanent un champ EM de méme pulsation ®.

Le champ engendré par les courants existe aussi bien dans la partie z < 0 (en dehors
du métal) que dans la partie z > 0 (dans le métal). En effet, par symétrie, les courants
engendrent exactement le méme champ électrique dans la partie z > 0, sauf qu’il se
propage dans le sens positif de 'axe (Oz). Mais ce champ est en opposition de phase
avec le champ incident, et le champ résultant (appelé le champ transmis), qui est la
somme des champs incident et créé par les courants, est donc nul dans le conducteur
parfait.
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® Pression de radiation :

Lorsqu’une onde EM se réfléchit sur un conducteur, ce dernier subit de la part de
I'onde une force proportionnelle a la surface éclairée et a lintensité de l'onde
incidente : c’est la pression de radiation.

Cette pression de radiation est a lorigine de plusieurs phénomenes tels que
Porientation de la queue des cométes dans le sens opposé a celui du Soleil (car 'onde
EM incidente provient du Soleil, voir exercice).
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6 — Superposition des ondes incidente et réfléchie, ondes stationnaires :

On détermine la structure de 'onde résultante dans I’air :

ro_ I - i(wt+kz) " i(at—kz) _e
E=E,+E, =Eye" ™" +(-Ey,)e favee: K=
Soit :
I - : i
E=2iE,;sin(kz) e
De méme, pour le champ magnétique :
. - —i. ANE, ii. NE i, NE,, :
B=B +B =—*—=L+f =r=p9 - —> =0 cos(kz) €™
c c c

Supposons par exemple que 'onde incidente soit polarisée selon (Oy) :

Alors :
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E =2i E, sin(kz) ' i,

— —

u, NEu : 2FE
S, 07y cos(kz) e ==Y
C C

I=~N

ior -
cos(kz) e u,

D’ou, en notations réelles :

_ . -~ 2F .
E =-2E sin(kz) sin(ax) u, et B =% cos(kz) cos(ax) U,
c

Les dépendances spatiale et temporelle sont séparées : 'onde résultante est une onde
stationnaire.

Les champ E et B restent orthogonaux mais sont en quadrature spatiale et

7z
temporelle (déphasage de *7).
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Propagation des ondes elastiques

 Tranverses  Longitudinales ¢ Onde progressive * 13 extrémites fixes! © 1 extrémité libre

Al Al Al
A A

Animation |Norma|e "I Fréguence |Moyenne "I

Animation J].Rousseau

Ce type de solutions, appelé onde plane stationnaire, est tres différent d’'une onde
plane progressive : les dépendances spatiale et temporelle interviennent séparément ; la
dépendance spatiale intervient dans 'amplitude de 'oscillation temporelle et non plus
dans la phase, de telle sorte que tous les points de la corde vibrent en phase ou en

opposition de phase.
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L’allure du champ électrique a différents instants est représentée sur la figure suivante.
En certains points (appelés nceuds de vibrations), le champ est toujours nul.

En dautres points (appelés ventres de vibrations), 'amplitude de vibration est
maximale.

Ex=Eosin[2 pi z / lambda) ginf2 pit /T) lambda : 10,00 cm

By =Bocog(2 piz / lambda) cog(2pit /T)

iy

larnbda

Animation cabri géometre (Y.Cortial)
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Position des nceuds (pour le champ électrique) : elle s’obtient en écrivant que :

sin(kz) =0 soit kz, =n7w (n entier naturel)

) 27
Soit, avec ¥=—-

La distance entre deux nceuds successifs est égale a o .

Position des ventres (pour le champ électrique) : elle s’obtient en écrivant que :
. : T
sin(kz) = %1 soit kz, =(2n+ 1)5
Soit :

v=2n+lﬂ=£l+lﬂ
4 2 4

<

29
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A

La distance entre deux ventres successifs est égalea: 5 .

A
La distance entre un nceud et un ventre successif est égale a: 4

neeud de E ventre de E
z
lorsque |cos{wt)| < 1 T
Tracé de E(z,t) = Eocos(kz) cos(wt) lorsque cos(wt) =1

Figure 38.3 — Neeuds et ventres d'une onde stationnaire

noeud de E ventre de E

amplitude de E amplitude de B

Les nceuds du champ électrique sont les ventres du champ magnétique et vice-versa.
30
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7 — Ondes stationnaires entre deux plans métalliques :

On cherche les pulsations des ondes planes monochromatiques qui peuvent exister
entre deux plans paralléles (supposés infinis) z = 0 et z = a parfaitement conducteurs.

Le champ électrique E(2,1) de cette onde doit vérifier (les coordonnées x et y
n’interviennent pas) :

e 1’¢quation de Maxwell-Gauss : 4V £ =0

31
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sl

AE —

1 ’°E -
. L, Z b d : . - a == 0
¢quation de propagation : o2 o2 :

Q)

® [a condition de continuité a la surface d’un conducteur parfait :
E(z=0)=E(z=a)=0

T.a 1 condition conduit a :

E
o L =0 soit E. =0
07

et le champ électrique peut s’écrire (le champ est transverse) :
E(z,t)=E (z,0)u, +E, (z,0) u,

On note, en notation complexe (attention, 'onde n’est pas progressive) :

E ()i, =E, (2) e i, et E,(z.0)ii, =E, (2) e i
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[’équation de propagation, projetée selon (Ox), donne alors : (et idem sur (Oy))

dZEOx a)2
dz2’ * c? £, .(2)=0

Dont la solution est de la forme :

E,.(z)=A, cos(kz) + B, sin(kz) (avec k = Q)
C

La 3°™ condition impose A, =0 er B sin(ka)=0 1 en est de méme pour
Eo,y (Z)

Ia condition Ex sin(ka) =0 conduit 2 :

a . CpTT
ka=—a=pr soit w="L"
c a

(avec pe N)
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Jic

. Ay =— . . e~ = =
Sionnote 0, ,les pulsations permises sont quantifiées : W=0,=pl,

Les conditions aux limites imposent une quantification des fréquences propres de la
cavite.

o : e
Le champ ¢lectrique pour cette pulsation @, s’éctit :

—

E =B

__X',p

. /4 : . . /4 . N - ) T .
Sln(l?; Z)elpwotux + By’p Sln(p; Z)elpwotuy — Eo’p Sln(pg Z)ezpwot

Le champ électrique existant dans la cavité peut s’écrire :

- = . T i Jic
E(Z’f):ZEo,p sin| p—z |e™™ (avec @, = —)
p

a a
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Propagation des ondes elastiques

Animation [].Rousseau

C’est la superposition des modes propres de pulsation propre @ = pa : ce sont
des ondes stationnaires.
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IT — Ondes guidées :
1 — Description des guides d’ondes :

Les applications pratiques des ondes électromagnétiques dans le domaine des communications ou
du radar requierent souvent un guidage des ondes, a la fois pour empécher les interférences et
pour canaliser I'énergie de fagon a minimiser l'atténuation de l'onde. Ce guidage est causé par la
présence d'nne structure conductrice ou diélectrique (ou une combinaison des deux) qui permet
des modes de propagation privilégiés dans une direction. Nous allons supposer que cette structure
a une symétrie de translation dans une direction, qu'on choisit comme axe des z. On pense par
exemple a un cylindre infini, fait entiérement de conducteur (ex. un fil), de diélectrique (ex. une
fibre optique) ou de diélectrique entouré de conducteur, ete. Un objet en apparence anssi banal
quun fil ou un ensemble de fils formant une higne de transmission constitue en fait un guide d’onde,
tout comme un cable coaxial. En particulier et contrairement a ce qu’on pourralt penser a premiere
vue, le signal porté par un cable coaxal se propage non pas dans la partie métallique du fil mais
dans le milieu diélectrique qui sépare le fil central de I'enveloppe conductrice; en tout cas, c'est la
que se situe |'énergie en propagation.
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Technologie de guide d'ondes
acoustigues

Plus de 2 m de guide d'ondes sent
plies dans ce petit boitier. Examinez
de plus prés le principe de cette
technologie.
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La forme des ondes EM pouvant se propager dans un guide d’ondes n’est pas simple.
S1i on pense a une onde EM de la forme :

E=E,expi(@—kz) (e E, Lii.)

Alors des problémes de conditions aux limites se posent. Sur les bords, quelle que soit
la coordonnée z, le champ électrique tangentiel doit étre nul. Cette forme d’onde EM
n’est donc pas solution du probleme.

Ainsi, les conditions aux limites interdisent la possibilité d’une onde plane progressive
monochromatique dans la plupart des guides d’ondes et imposent une forme plus
complexe.
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Modes TE, TM et TEM

Les ondes électromagnétiques guidées, a la différence des ondes se propageant dans le vide, ne

sont pas toujours transverses, c'est-a~dire que les champ électrique et magnétique ne sont pas

neécessairement perpendiculaires a la direction de propagation (l'axe des z). Il fant considérer
différents modes de propagation pour une valeur donnée de la fréquence w. On distingue les cas
sulvants : )

1. Mode TEM (Transverse Electrique et Magnétique): les champ B et E sont perpendiculaires a
la direction de propagation, comme si l'onde se propageait dans le vide. On verra que ce type
de propagation est impossible dans un guide d’onde fermeé.

2. Mode TM (Transverse Magnétique): le champ B est perpendiculaire a la direction de propaga-
tion, mais E, # (. On doit alors résoudre I'éq. (6.14) pour E,. Ce mode est aussi appelé onde
de type E (car E, est non nul).

3. Mode TE (Transverse Electrique): le champ E est perpendiculaire & la direction de propagation,
mais B, # 0. On doit alors résoudre l'éq. (6.14) pour B,. Ce mode est aussi appelé onde de
type H (car H, est non nulj.

Les modes TE et TM ont ceci de particulier que la relation entre k et w fait généralement intervenir
une fréquence de coupure w,, en dega de laquelle la propagation est impossible.
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2 — Propagation de modes TE (transverses électriques) dans un guide
d’ondes a section rectangulaire :
e On considére un cylindre droit métallique et creux, d'axe Oz, a section rectangulaire définie
par: 0=x=ag et: 0=yv=bh

Le cylindre est illimité selon Oz et rempli dair assimilable & du vide du point de vue électrique.

La conductivité des parois etant trés grande, nous avons vu (« effet de
peau ») que les champs de haute frequence ne pénéetreraient que trés peu dans le metal :nous

prendrons un modéle (dit du « conducteur parfait », ou ¥y — <) dans lequel E et B sont nuls
dans le meéetal. Le champ électromagnetique est donc confiné a l'intérieur du cylindre : on parle
de « propagation guidée » par opposition a la propagation libre a partir d'une source
rayonnante.

Guide
rectangulaire




Réflexcion des ondes EM sur un métal, transparents de cours, MP, Lycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

1) Dans ces conditions, donner les conditions aux limites vérifiées par E et B sur les parois.

e On s'intéresse a un champ électrique de la forme :

E(x.y.z.0)= f(x.y)expli(wt— k)], (keR)

2) Montrer que f(x.y) ne dépend pas de vy.
Donner l'equation satisfaite par f(x) et en deduire une condition verifiee par k .

Determiner les expressions possibles de f(x) et etablir la relation de dispersion.

Definir un ensemble de pulsations critiques et discuter de la forme des solutions selon la valeur
de la pulsation .

Calculer la plus petite fréequence d’une onde pouvant se propager dans le guide avec a=3cm.
Calculer les vitesses de phase et de groupe, les comparer a c et conclure.

3) Déeterminer le champ magnétique ; wverifier qu’il satisfait aux conditions aux limites de

—

question 1). Le champ B n'est pas transversal : est-ce un paradoxe ?
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4) Calculer les moyennes temporelles de |la puissance transportee par le guide et de |'énergie

dwm>
dz [,

electromagnetique par unite de longueur, soit respectivement (P>r et <

En déduire la vitesse de propagation de |'énergie v; ; la comparer a la vitesse de groupe v, et

conclure.
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Solution :

1) La continuité des composantes tangentielle de £ et normale de B, associée a la nullité des
champs dans le métal, donnent les relations suivantes :

E.=B,=0 enx=0etx=gq, amsiquen:y=0ety=5

—_ \ aL ] ;!
2) e dans le vide : r:fﬁ-‘EzU:}a—}:U:}%:U:} f ne depend que de x
}.1 ‘ .
J’E. 0'E, 1 0E d'f o
« équation de d’Alembert : L—t - =0= +{(——-k)f=0
b o dzt ¢t o dx’ (r:‘ )/

(aprés simplification par @)

1 @ I ) ; - )
¢ kK — conduit a des solutions en exponentielles reelles qui ne peuvent s'annuler

c
en 2 points sans s’annuler partout = cas inintéressant.

2 L - -, r
¢ k- =— : les solutions sont affines et sont nulles partout comme precédemment.
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: 2
0 . ' 0 '
o | <—|: f(x)=E,sin Kx+ E,cos Kx avec: K’ :—l—kz : f(0)=0 impose : [E,;=0
£ c
: T
Par ailleurs : f(a)=0=sm(Ka)=0= Ka= " avec:ne N = on tient la relation de dispersion :
a

2 2
)] nir - . JRATX -
k= —1—(—) et : ﬁz E, sm(T}exp[i(mt—kz)]e}. (cette solution est appelée « mode n »)

Rq : le champ précédent est transverse et porté seulement par €, ; si le champ avait également

_ : : . JHTX, . M
une composante selon €, alors les amplitudes serait de la forme E, sin(——)sin( J
a

) :les

- oo , 2 - n F "
modes seraient alors caracterisés par un couple (n.m)e " . Le champ etudie dans cet exercice

(qui est « transverse electrique » et ou m=0) est note T.E , (le mode fondamental etant T.E,).
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On montre que la relation de dispersion du mode TE, ,, est de l1a forme :

Toutes ces expressions constituent mathématiquement une base de solutions qui
permettent ensuite de connaitre lexpression de l'onde EM se propageant
effectivement dans le guide d’ondes.

» Pour gqu’une onde se propage, il faut que le vecteur d'onde soit réel, d'ou :

nre ,
W >~ M, =——| qui definit un ensemble de pulsations critiques (une pulsation par mode n)
a
: . .. . ATX _ _
Si W<, ., k est imaginaire et le champ est de la forme : E, exp(k"z)sin(——)exp(ier) ; il n'y
) a

a plus propagation de la phase et, le vide ne pouvant étre amplificateur, k' est neégatif :
I'amplitude s’amortit exponentiellement, on parle « d'onde évanescente » ou <« onde
stationnaire exponentiellement amortie » (& ne pas confondre avec une « pseudo-O.P.P.M »
ou il y a encore propagation de la phase ; voir exercice 29.2).

Le guide se comporte donc comme un « filtre passe-haut ».
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On peut alors calculer la plus petite frequence pouvant se propager, qui correspond au mode
fondamental :

. Tc ,
fie= “he _ =5GHz| (domaine des hyperfrequences)
T 2m  2ma

Rq : quand on examine la forme des solutions pour le champ électrique, on constate gu'a x fixe,
les variables z et t sont « mélangées » dans le terme de phase, I'onde est alors progressive ;
mais a z fixé, les variables x et t sont séparées = |'onde est stationnaire de ce point de vue.

e La vitesse de phase se calcule ainsi :

() () C C
Yo~ T 2 2.3 2,22 = |%(@)= T ¢
ko |o* w'n nrmee W, .

T T 2 I=—— 1-
c a a @
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vitesse de phase

y
T

t

. e T T

T T T T T T T T T T T T T ¥ T T T T T T T T T T T T

0 1 A 3 4 5 6
Tracé de v, et vg(m)

Pour une valeur de w donnée, il existe plusieurs modes de propagation possibles (ici 3) correspondi
des valeurs de k différentes et donc a des vitesses de phase et de groupe différentes.
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La vitesse de phase dépend de la pulsation = il v a dispersion : ce n’est pas le vide en soi qui
est dispersif, mais bien le mode de propagation guidé (contrairement a la propagation libre).

. 2omdm
Pour la vitesse de groupe, on peut difféerentier la relation de dispersion : 2kdk = — =
c
d 2
v v .
—x—=¢* ow v XV, = ¢’ (cette relation n'est pas générale) = v, =c, (1= = | <ec
k dk £ 0

Comme signalé dans le cours, la vitesse de phase, qui est une grandeur purement
mathématique, peut étre supérieure a c ; la vitesse de groupe, ou vitesse d’enveloppe, peut
représenter une grandeur physique comme |'énergie ou la position de la créte d'un paquet
d’ondes (elle doit donc rester inférieure a c).
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Dédoublement d’un paguet

d’ondes dans un guide pour les modes TE,
et TE, avec wy = 2,50, = 1,250,,.
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3) « L'onde envisagée n'étant pas plane (dépendance spatiale en x ET z), on ne peut utiliser la
relation de structure des O.P.P.M ; nous nous servirons de |‘équation de Maxwell-Faraday :

JE,
. 0B, === kE, sin(” Y expli(rt — )]
mrﬁz——; . o E‘Ez a =
_iwB, =222 = B0 (X expli(ot— k)]
— dx a a
B, =—EF 0™y cos(wt — k) : B, =— " cos("T)sin(ot — k)
il

)

a

aw

On peut vérifier que la composante normale du champ magnétique est bien nulle sur
les parois :

¢ Sur les parois y=0 et y=b : la composante normale de B serait B =0 = verifie (B,,=0).

la composante normale de B est B, ; or sin(o)=sm(nr)=0.

Sur les parois x=0 et x=a :
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e Il n'y a rien de paradoxal au fait que le champ magnétique ne soit pas transversal, puisque
I'onde n'est pas plane comme signalé plus haut.

B _EB. _ EB _

4) » Calcul du vecteur de Poynting : M=E A e. (repasser en reel 1...)

e, —

Ho  Hg Mo
Or E, et B, sont en quadrature = <E}.B:>T =0 =11,=0

— E;k _
Compte-tenu de (Cﬂsl(mf—h}>]_ =1/2, il vient :<l_[>Ir = %sml(rﬂrxia}e‘? (progression selon z)
Ho®
— E:bk ra . ,
Dol : (P}T = ”Sl_[ -dS (S= section du guide) = {P)T = 5 0 .[u sin” (nrx/a)dx
My

Elabk
P\ ==0
(P); ™

RS . - - = . 1 . "
Apres linearisation du sin~, il vient ;
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* Densité volumique d’énergie EM :

B2
Uy, =—L =—g E> +—
dt 2 24,

Comme en électricité, on calcule Iénergie moyenne transportée par 'onde sur une

période T :

» Calcul de la densité linéigue d'énergie :

e E2 2 2 2 2 2.2
<dwﬂf> (4 B, 5 = €Ly sin’ (nmx/a)+ £ 3 [.ﬁ’2 sin’ (nerx/a)+ i f cos’ (nrx/a)l
dr [; 2 244y 4 4o a
T T

Nous allons intégrer sur la section S=ab du guide, avec dS=bdx ; comme préecédemment, on a :
a a
.[n sin®(nrx/ a)dx = L cos*(nwx/a)dx=al?2 ; il vient alors :

dW. e Elab Eiab ‘'l ‘™ 1
EM — 0 ﬂH + u'a 5 (k—z + = 3 ) T avec kz + n T =3 et .|u'l] =73 on obtient :
dz [; 8 S a c £,C

<dWEM > g abE,
dz [; 4

53
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Cette énergie représente donc Dénergie électromagnétique par unité de longueur
transverse (selon (Oz)) dans le guide d’ondes.

e Calcul de la vitesse de I'énergie : nous allons calculer |’énergie moyenne qui traverse une

section du guide pendant le temps dt (dt petit & notre échelle, grand par rapport a la période T

de I'onde) de 2 maniéres différentes :

_ kabE,
41,0

dt

¢ lien direct entre energie et puissance : (dﬁfm >T = <P>T dt

¢ la méme énergie est contenue dans un cylindre de section S, de longueur dl =v:dt (des

« photons » animes de la vitesse v; et situes au-dela de la distance dl ne pourront franchir la

section choisie dans le temps imparti dt) ; on écrit alors :

2

Fah

dz

dW. = Xvedt = 22— y_dt e = =
( EM >1" < - >I Ve 4 Vg = Vi <dWEH> £ llo® v,
T
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Détermination des densités surfaciques de charges et de courants :

On considere le mode TE,, pour lequel le champ électrique s’écrit :

w* 7’

C—z_a—z)

—

. [ X : _
E=E, sm(;) expi(ar —kz) u, (avec k2 =

En x=0 et x=a, le champ est tangentiel et s’annule bien sur les deux parois
métalliques.

En y =0, le champ électrique est normal a la surface métallique ; il existe alors une
densité surfacique de charges donnée par :

= .| 7TX . - o _
E=E,sin| — |expi(ax¥ —kz) u, =—u,
a £,

Soit :

.| X :
o =¢,E,sin — exp (@t — kz)
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En notation réelle :

o0(x,0,z,t) =&,E, sin(ﬂj cos(axt — kz)
a

Sur la face y = b, apparait la densité : (le vecteur normal est opposé)

o(x,b,z,t) =—-¢,E, sin(@j cos(ax —kz)
a

Pour calculer les densités surfaciques de courants, on rappelle 'expression (pour le
mode n quelconque) du champ magnétique :

8, == i) cos(r—k2) 5 B, =~ cos(" ) sin(eor - ko)
) a aw a

En x=0ou x = a, B, est nulle mais par B,.: il y a discontinuité de la composante
tangentielle du champ magnétique.
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Le courant surfacique qui apparait par exemple en x = 0 est donné par : (et avec n = 1)

E.z . — ~ -
-— Sln(ﬂ—kZ)uz:ﬂojs(o,y,z)/\ux
aq
Soit :
= E.xr . .
J;(0,,2) =——sin(ax —kz)u,
Hya

On procéderait de la méme maniére pour la paroi x = a.
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Eny =0, on aurait :

E k . mx = E. .7 X . - - -
— ——sin(—) cos(@r — kz)ii, ———cos(—) sin(@x —kz)ui, = , j,(x,0,2) A,
a aw a
Soit :
E k E,x

i, A (—— sin(7) cos(ar — k2)ii, ——2= cos() sin(ax — k)i, ) = pyii, A (G, (x,0,2) A,
(0] a a

aw

D’ou:

- E E
7, (x,0,2) = ! (— i COS(E) sin(ar —kz)u . + ok sin(ﬂ) cos(ar — kz)ﬁzj
U\ aw a @ a

On procéderait de la méme maniére pour la paroi y = b.
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Exercice d’application :
(Guide d’ondes entre une antenne parabolique et un démodulateur)

On veut relier une antenne parabolique a un démodulateur par un guide d’ondes a
base rectangulaire.

a) Quel intérét y a-t-il a utiliser un guide monomode, c’est-a-dire qu’un seul mode
puisse s’y propager ?

b) Pour une réception par satellite dans la bande 4-6 GHz, quelles dimensions donner
a un guide rectangulaire placé entre le foyer de lantenne parabolique et le
démodulateur, si 'on désire que de tous les modes TE,,, seul le mode TE,, se

propage ?

c) Sachant que la relation de dispersion du mode TE, ,, est:

@ n m
k(j:—z_ﬂ.z > T3
C a b

affiner le résultat précédent.




Réflexcion des ondes EM sur un métal, transparents de cours, MP, Lycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

Solution :

a) L’onde de pulsation donnée se propageant dans un guide d’onde est en toute
généralité la superposition de tous les modes pouvant se propager a cette fréquence.
Dans le cas d’un guide monomode, on connait alors sans ambiguité la structure de
I'onde. Ainsi, on sait ou placer les récepteurs, émetteurs et autres éléments. De plus,
les différents modes ne se propagent pas a la méme vitesse, il y a dispersion ;
I’étalement des impulsions est réduit pour un guide monomode.

b) La pulsation de coupure du mode TE,, est :

_nm
a)cn,O
a
soit une fréquence de coupure :
f cn
cn,0
2a

Si on désire que le seul mode TE,, se progage, il faut que la fréquence du signal f
vérifie :




Réflexcion des ondes EM sur un métal, transparents de cours, MP, Lycée Montesquien (Le Mans), Olivier Granier

c c . c
— < f<— soit a<—<2a
2a a f

I’AN donne a < 5 cm et 7,5 cm < 2a vu Iétalement en fréquence.

Finalement: 3,75 cm < a <5 cm.

C
. : : . <—
c) Il est ausst nécessaire que le mode TE,; ne puisse pas se propager, soit f 2b

bJ

b<i
ou 2f.

On obtient b < 3,75 cm.
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Conclusion :

On a mis en évidence 'existence d’ondes solutions des équations de Maxwell qui sont
transverses électriques mais non transverses magnétiques (on aurait pu choisir
I'inverse, voir paragraphe suivant).

Ces ondes ont une double structure : progressive selon (Oz) et stationnaire selon (Ox),
conformément a l'interprétation de cette solution comme superposition des deux
ondes planes progressives monochromatiques se propageant en zigzags a 'intérieur du

guide.

Ces solutions dépendent d’entiers et portent le nom de modes. Il y a dispersion des
ondes dans le guide, qui agit comme un filtre passe-haut. Seules les fréquences
supérieures a une fréquence de coupure située dans le domaine des micro-ondes
(longueur d’onde de 'ordre du cm, fréquence de 'ordre du GHz) peuvent se propager.
En conséquence, les signaux dans le guide se déforment au cours de leur propagation.
Cela constitue une contrainte a prendre en compte pour la transmission
d’informations.
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3 — Propagation de modes TM (transverses magnétiques) entre deux plans
conducteurs :

On s’intéresse a la propagation d’ondes EM entre deux plans conducteurs parfaits
57 : X = ii

d’équation 7 .

On cherche une solution des équations de propagation dont le champ magnétique est

de la forme (champ magnétique transverse) et qui se propage selon (Oz) :

B=f(x)e" U
B = f(x) y
a) Montrer que la compatibilité de cette solution et du champ électrique associé avec
les équations de Maxwell ainsi que les conditions aux limites imposent une
quantification et une relation de dispersion a déterminer.

On remarque tout d’abord que le champ magnétique proposé a bien une divergence
nulle.
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_— —

On ne peut pas calculer le champ électrique en utilisant la relation 70tB =—ik A B ou

- kAE
encote la relation © =7 7 car ces relations ne sont valables que si 'onde a une
amplitude constante.
A
y
>
-d /2 @0 d/2 x
z

Le champ électrique se calcule avec I'équation de Maxwell-Ampere et en utilisant la
définition de 'opérateur rotationnel :

—

e O
ot

rotB = &yl
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9

aax O lkf(x) ei(at—kz)

— A f(x) ™™ |=]0 3 .
ay ' i(aoxt—kz) a_E = le
3 0 f (_x)e et ot

9z

r Cz — df (x) - i(@—kz
Foi E=;[kf<x>ux—z ’;(x)uzjw .

Ce champ électrique a bien une divergence nulle :

aivE =25 %

ox 07

On peut écrire ’équation de propagation pour le champ magnétique :
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. 1 9%B -
PR
ot?
Comme :
- 0°B. 9’B
AB=AB i, = - -

0 = + u
y oy ax2 az2 y

On en déduit :

dx?

2 2
d f(x)+[“’2 —kzjf(x)=0
C

La solution de cette équation différentielle est oscillante si @ > ¢k | affine si @ =ck et

exponentielle (réelle) si @ < ¢k

La condition aux limites pour le champ électrique s’écrit, de manicre générale :
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- 6 —
Eair = _(_I—_ux)
€0

Ainsi, les coordonnées selon (Oy) et (Oz) du champ électrique doivent-elles nulles en

_+d , .
¥=+5.0nen déduit :

df (x) _ d

E. =0 soit 0 (enx=x—)
dx 2

<

On peut montrer facilement que cette condition ne peut étre satisfaite que par la
solution oscillante :

f(x) = Acos(ax) + Bsin(ox)

- o df (x) _
Les conditions aux limites ( dx jx_+d ~“donnent :
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Enxz—iz Asin((xi)+Bcos(0(i) =0
2 2 2

Enx=+£: —Asin(ai)+Bcos(0{£)=O
2 2 2

Ce systeme admet d’autres solutions que la solution évidente A =B =0 st son
déterminant est nul :

ZSin(a%j cos(a%j =sin(ad) =0 soit &, =n—
Les pulsations ® admises vérifient :

2
donne — =k =n" —

Cette dernicre relation constitue la relation de dispersion du milieu: elle traduit la
relation qui existe entre la pulsation de 'onde et le vecteur d’onde k.

w>w
=n—
c,n

s d .

En particulier, pour un mode donné, k > 0 si
68
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On remarque que ’équation :
En x = +i ;. — A sin(e, i) + B, cos(«,, i) =0
2 2 2
conduit a :

nx nx
A sin(—) =B _ cos(—
" (2) " (2)

Par conséquent, si n est pair alors B = O et sin est impair, 4, =0. Dans la suite, on
posera :

f.(x)=A, cos(a,x)+ B, sin(a,,x) = f,,cos(a,x—@,)

Avec :

B, _ tan(ﬂ) soit QO =—
A 2 2

n

tan(@, ) =

Et, finalement :
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nmw

f(x)= Z foncos(@,x—@,)= Z Joun cos(7x nE)

Soit :

5 s o254

b) On peut déterminer le vitesse de phase et la vitesse de groupe en fonction de la
pulsation ® de onde guidée pour un mode (n) donné. La pulsation ® doit vérifier :

Jic
o> 0, =n7 (il faut que k* >O)

C

—27zw)

C
En faisant intervenir la longueur d’onde : (ﬂ“ Ty
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Interprétation physique : la longueur d’onde de 'onde ne doit pas étre « trop grande »
pour que 'onde passe entre les deux plans.

Le champ magnétique s’écrit :

B — f(x) ei(ax—kz) IZ

Yy

ei(a)t—kz) I:i

Le terme y est identique a celui d’une onde plane progressive harmonique

se propageant selon (Oz).
La vitesse de phase est définie usuellement par :

w Cc

o L, w’,
_2_n I 1_ ’

c d? w?

Ici, la vitesse de phase dépend de la pulsation : ainsi, si plusieurs ondes (on parle de
paquet d’ondes) de pulsations différentes se propagent dans le milieu, on observera un
étalement du paquet d’ondes. On dit que le milieu est dispersif.
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Paquet d'ondes gaussien

Animation JJ.Rousseau

La vitesse de groupe est :

_dw
Ve Tk
. 22 =
En différentiant la relation de dispersion "2 =" ~ n VI
C2
20 dw—2c’k dk =0 soit Vo, =——=
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Les graphes des deux vitesses sont donnés ci-dessous :

v

ey

c) En considérant le flux moyen d’énergie transportée par 'onde dans sa direction de
propagation, définir et calculer la vitesse d’énergie associée au mode (n). A quelle
vitesse s’identifie-t-elle ?

En notation réelle :

B= Jn(x) cos(axr —kz) u
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2
E=Re(E) = Re{c— (kfn (x) i, — i Yn) L_izj e"“""’“)}

0] dx

La coordonnée du vecteur de Poynting le long de la direction (Oz) de propagation
vaut (et moyennée dans le temps) :

1 (; K, (x)]fnoc) g
(I1,) =5 m = 2ﬂowf,,(x)

nx d
Avec Fo ()= fo. 003{7 (x - Eﬂ , 1l vient :

AxAy = dAy

Le flux moyen d’énergie transportée a travers une section
perpendiculairement a la direction (Oz) de propagation vaut :

74
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d 2, 2
5 ke fo
P =j2 T VdxAy = — 2% 4A
)= [ (1 =
La densité volumique d’énergie vaut :
1 -, 1B
€em _—gOE2 ~
2 fy

IR W PEPE PN /% I NS S e
<eem>_ 80 k fn (x)+(dx] ] ) Of ()

nx d\ ]|
Avec S ()= Jou COS{ d (x—aj , il vient :

a)z
f.. cos’ nr x—i +L " fo Sin” nr x—i
’ d 2 u, " d 2
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On peut calculer une énergie linéique (par unité de longueur selon Oz) :

W)= [F (e )ity

2

Soit :
2 2 0)2 2 ) a)Z
<Wem>=L 1+k fOn : 5 dA —f 1+k cz + C’zn dAy
441, o’ 2 4uy w* "2 8o @ @
2 602 2,2 2
a)__k2= c.n 1_C k :a)c,n
Or, .2 .2 donne o o° ectfinalement:
<Wem> fO n
4#0

On définit la vitesse de propagation de ’énercie dans la cavité par :
propag g p

_flux moyen d' énergie a travers une section _ <H Z> B ke?
) @

energte par unité de longueur dans le guide <W

em
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La vitesse de propagation de I’énergie s’identifie a la vitesse de groupe.

Autre démonstration : écrire que :

d

<HZ >dt = J‘? vedtdxAy<eem>

2

Remarques :

® Sil’on souhaite faire les calculs avec les grandeurs complexes, alors :

(1) = 5 (Re(E 1 B)
0

® [a vitesse de Iénergie n’est pas nécessairement la vitesse de groupe pour une
onde non plane ou pour une onde plane dans un milieu absorbant.




