Fiche 6 corrigé

Exercice 1

a. (E):xy' —2y=x3cosx

[ =]—e0,0[0ul =]0,+eo]
(E):xy' —2y =0
On constate que la fonction y, définie par y,(x) = x? est solution de (E,)

Donc Sy = {xI I—)_)},ilfz ,AE ]R}

On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme y(x) = A(x)y,(x)
y'(x) = 1'(x)y,(x) + 21(x)y,"(x)

y est solution de (E) sur I

oS Vx € I,x(/l'(x)yo (x) + A(x)yo'(x)) =2 2(x)y,(x) = x3cosx

o Vx el,xA'(x)y,(x) = x3cosx

o Vxel,A(x) =cosx

Ce qui nous donne A(x) = sin x soit y(x) = x%sinx

I - R
Et S_{xHAx2+xzsinx ’AER}

b. (E):(1+x%)y +xy=2x?+1
I=R

(E)):(1+x2)y ' +xy=0
On pose a(x) = —

14x2
donc A(x) = %ln(l + x2) = Inv1 + x2 avec A une primitive de a

y, définie par y, (x) = e 4™ = \/ﬁ est solution de (E,)

On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme y(x) = ax + b
y est solution de (E) sur R

o Vx€eRa(l+x?)+x(ax+b) =2x*>+1

o VxeR2ax?+bx+a=2x*+1

a=1
={
b=0
_ R -» R
SOItS={x|_) 1ix2+x,AEIR}
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Exercice 2

(E):x(x2 ~D)y'+2y=x"

c’est une équation différentielle linéaire du premier ordre dont I'’équation homogéne associée

est:
(EO):)C()C2 -)y'+2y=0.

I=]-1,000u 7=]0,1

0

sur I (E)) < »y'+ x(xz—l)y=

2 a b c
=—+—+—
x(x*-1) x x-1 x 1

on pose a(x) =

2 2 1 1

—_—— _+_

x(x2—1)= x x-1 x 1

soit a(x) =

alors A4(x)= —2In|x|+In|x-1|+In|x+1|=In

1-x2 2
-1
(x) =e ! X2 — X

-A
aete

1-x*

2

2x ,(VxE[,l—xﬁ 0),A étant une primitive de
X

2
Les solutions de (EO) sont toutes les fonctions y, définies sur [ par y,(x) = k:_xZ’k ER

Recherche d’une solution particuliere de (E) par la méthode de variation de la constante :
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On pose y(x)=k(x)y,(x)avec y,(x)=

1-x?

Alors y(x) = k'()c)yO (x)+k(x)y0 ‘(x)

y est solution de (El)sur 1

= x(x2 —1)(k'(x)y0 (x))+x(x2 —1)(k(x)y0 '(x))+ 2k (x)y, (x)=x

=0
@x(xz—l)k'(#)yo(x) x°
x2
@x(xz—l)k'(;é)l > x’
-X
S k(x)= -
X
et on prend k(x)=—1n|x|
_ x* In x|
ce qui donne y(x) =17
-X
I - R
S = (k —In|x])x? keR
xXHw ——
1—x2

Exercice 3

y"+5y'+6y = e

c’est une équation différentielle linéaire du second ordre, a coefficients constants dont I'équation
homogene associée est :

(EO):y"+ 5y'+6y=0
I’équation caractéristique est : (e) ‘72 +5r+6=0 de racines -2 et -3

So ={f:R-> R,x » Ae ?* + Be™3%,(4,B) € R?}
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on cherche une solution particuliére sous la forme :
b2 (x) = P(x)e'bC
7 (x)=(P'(x)-3P(x))e™

30972068 ) sor() e

v, est solution de (E1 )sur R

& Vx € R, (P"(x) — P(x))e % = x2e73* & Vx € R, P"(x) — P(x) = x?
P est un polyn6me de degré 3

On pose : P(x)=ax’ +bx* +cx+d

Alors P'(x)=3ax” +2bx +c et P"(x)=6ax+2b

On obtient alors : Vx € R, 6ax + 2b — (3ax? + 2bx + ¢) = x?

_1

“3a=1 =73

Donc par identification 6a-2b=0 < b=-1
2b-c=0 c=-2

1
Soit , (x) = —(§x3 +x° +2x)e‘3x
Et
1
S = {f: R-> R x+— Ae %* + Be™3* — <§x3 + x?% + 2x> e 3% (4,B) € ]RZ}
Exercice 4
a. (E):y"+2y +2y=x%e*

(E):y"+2y" +2y=0

(e):r?2+2r+2=0
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Les solutions de (e) sont : ¥ = —1 + i donc
So = {f:R > R,x » (Acosx + Bsinx)e™*, (4,B) € R?}

Recherche d’une solution particuliére sous la forme y(x) = P(x)e™*
notée:y = Pe™*

donc y' =Pe ™ —Pe™™

et y" =Ple*—2pe" 4 pe*

y est solution de (E,) © Vx € R,P"+ P = x?

P est donc un polyndme de degré 2 soit P(x) = ax? + bx + cdonc P"(x) = a

On obtient ainsi le systeme :

a=1
b=0
2a+c=0

Soit y(x) = (x?2 — 2)e ¥ et

S={f:R - R,x » (Acosx + Bsinx)e ™ + (x? — 2)e™*, (4, B) € R?}

b. (E):y"—5y + 6y =sinx
(Eo):y"—5y"+6y =0
(e):7?=5r+6=0
Les solutions de (e) sont : v = 2 et r = 3 donc
So ={f:R-> R,x » Ae** + Be3*,(4,B) € R?}
Recherche d’une solution particuliére sous la forme y(x) = asinx + b cos x
y(x) = asinx + b cosx

y'(x) = acosx —bcosx

y"(x) = —asinx — b cosx
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y est solution de (E;) © Vx € R,(—a + 5b + 6a) sinx + (—b — 5a + 6b) cosx = sinx
Soit:5(a+b)=1et5(b—a)=0

Donca=b=iet
10

y(x) = % (sin x + cos x) et

1
S = {f:]R—> R,x — Ae?* + Be3* +1—0(sin x + cos x),(4,B) € ]RZ}

c. (E):y"—vy —2y=(03+x2+x+1)e*
(E):y"—y' —2y=0

(e)ir’—r—-2=0r=—-1lour=2
S_{ R—>R }
07 |x » Ae™™ + Be?*,(A,B) € R?

On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme y(x) = P(x)e*
y(x) = P(x)e*
y'(x) =P'(x)e* + P(x)e*

y'(x) = P"(x)e*+2 P'(x)e* + P(x)e*

y estsolutionde (E) © P"(x) + P'(x) —2P(x) = x3+x?> + x + 1 ()
P est de degré 3 donc

P(x) =ax3+bx?+cx+d

P'(x) = 3ax?+ 2bx + ¢

P"(x) = 6ax + 2b
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(q=—2
—2a=1 , 2
N ) '} 3a-2p=1 ="
En identifiant les polyndmes de (*) ona: 6a+2b—2c=1®<C=_E
— 4
2b+c—-2d =1 7
d=-7
1 5 13 27
— (3 __ 32 _ v _ __)px
@) (zx 2* T ” 8>e
R— R
= 1 5 13 27
S {x > Ae™™ 4+ Be** — (§x3+1x2 X +§> e*,(A,B) € ]RZ}
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