Fiche 3 corrigé

Exercice 1

a 21 _ 3+6? _ (3+6i)(3+4i) _ 9+12i+18i—24 _ 3 n gi
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Exercice 2

nn

A+ = (VZeh) = (v2)"e's

a-or=(VEeR) = (v2)'e ¥

A+d)"+@-D)" = (\/E)n (ei% + e_iT) = Z(ﬁ)ncos% qui est réel

aA+H"-aQ-"

(ﬁ)n (ei? _ e—i?) = 2i(\/§)nsin% qui est un imaginaire pur.

Autre méthode :

n

A+D"+ A== ) chik+ Y Ch(-DF = ) Chik(1+ (-1D)Y)
k=0

k=0 k=0

n

Sik est pair 1 + (—1)k = 2 et i* est réel
Sikestimpairl+ (—=1)*=0
DoncVn € N, (1 + i)™ + (1 — i)™ est un réel.

A+D" =A=' = ) chi= ) Ch(=DF = ) ChiF1—(-1)")

Sikestpairl —(—=1)k =0
Sik estimpair 1 — (—1)* =2 et i* estimaginaire

Donc Vn € N, (1 + i)™ — (1 — i)™ est un imaginaire pur
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Exercice 3

L(E):z* -2 +2242=0

Jt=7+ 7 +2=j-1+7+2=j+j+1=0 (somme des racines cubiques de I'unité)
() -(2) +(P) +2= -+ =2= =14 j+2=0

donc j et j* sont solutions de (E)

ainsi 24—23+Zz+2=(z—j)(z—j2)(zz+az+b)=(22+z+l)(zz+az+b)

=zt +(a+1)2 +(b+a+1)2 +(b+a)z+b

on a ainsi par identification :

a+l= 14

b+a+l=1 b=2
=1

b+a=0 a=-2

b=2

et Z4—Z3+22+2=(Z—j)(Z—j2)(Zz—2Z+ 2)

Résolutionde : 2> —=2z+2=0

2+2f

A=4-8=—-4 4j*donc z= =1xi

Finalement |les solutions de (E)sont :{j,j2,1 —i,1+i}

Exercice 4

a. 2’ +(2i-1)z-1-i @&

A=(2i-1)" +4(1+i) =1 donc les solutions sont : |z, = 1Z2i2l e z, = Iz2il_
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b. 2 +(2i-1)2'-1-i &
onpose Z=z etona Z*+(2i-1)Z-1-i @

d’aprés a. il nous faut résoudre les équations z° = —j et z° =1-i

K T St
P mie el = g2 T < 7z [2] soit ze{e_l",i,e_lﬁ}
30:—— 2 3=__ —

" [2a] : 5]
1 1
x _ “ =06
Faloie e =2 =2 @r ? o
30=-2[27] O=-—|=
4 12| 3

L7 Lz 1 S
soit zE{Z"e 122012 26 4 }

S o Ly 1 e 1 S
Z6+(2i—1)23—1—i & pour ze{e 6 i,e ©,20e 122012 26¢ 4}

Exercice 5
1+iz i . i . g . ; ;
1. 1—iz=el“@1+lz=e‘“—lew‘z(:nz(e‘“+1)=e‘“—1
- @@ e
el@_1 e Z(e 2—e 2) sin&
soitz = = = —2

a
- = = =tan—poura # m |2T
i(eta+1) iei%(ei%_l_e—i%) cos% 2 P [ ]

on remarque que les solutions sont réelles.

21

2. Z5=1o27=e%s,ke{0,1,2,34}

3. (14i2)—(1-iz)’ =0 (1+i2)° =1 —iz)’ & (”"2)5 =1

1+iz

En utilisant les résultats précédents et en posant Z = _—

. k
On obtient z = tan?n
41T

Soit S = {O,tanz,tanz—n,tang—n,tan—}
5 5 5 5
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Exercice 6

C+iS = Zcoskx+i2sinkx= 2(c0skx+isinkx)= 25"" =2(e”‘)k

on reconnait une suite géométrique, donc si ¢” =1 soit x = O[2ﬂ],

in+1x in+1x in+1x 1
nr _ii n )
i(n+1)x 2 ( ? e’ ) ' iLHx —i—'ﬁ'lx Sin ( X
i - i 2

En prenant la partie réelle et |la partie imaginaire on obtient pour x = O[2ﬂ] :

. (n+1 . (n+1
. s1n(2x . s1nl2xl
nx ) . (nx
C= YN coskx =cos| — et |S= sinkx =sin| —
=0 2 . X =0 2 . X
sin| = sin| =
2 2

Si x= 0[271'], on adirectement C=n+let S=0

Exercice 7
2n+1

(cosx + i sinx)?"*1 = Z (K, iqcos?mHi~ky jkginky
k=0

i?? = (=1)? et i?P*1 = (—-1)P{
Or cos(2n+ Dx + i sin(2n + 1)x=(cosx + i sinx)?"+1

Donc, en identifiant les parties réelles et imaginaires :

n
- 2p 2n+1-2 in2
cos(2n+ 1)x = Z(—l)pC2n+1cos Px sin“Px
p=0
n
. 2p+1 - .
sin(2n+ 1)x = Z(—l)pCzﬁﬂcosZ” Py sin?Ptlx

p=0
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Exercice 8

L’équation z2 — (2 + ia)z + ia + 2 — a = 0 admet des racines conjuguées si et seulement
si les coefficients 2 + iax et i + 2 — a sont réels ce qui est le cas quand a = 0

z2-2242=0 -1 +1=0Z-1)?-i’?e(z-1-D(Zz-14+0)=0

Donc les solutionssontz=1+ietz=1—1i

Exercice 9

z=(\/€+\/5)+i(\/€— ﬁ)

2. 27 =((V6 +v2)+i(6 ~V2)) =(V6 +V2) +2i(V6 +2)(V6 -V2)- (V6 -2 )

soit|z? = 8\/5 + &1

2
b. ‘22‘ = 64x3+64 = 64x4=

zz\=8x2=16

22 =83 +8i = 16(§+%i) 166 () - %[2”]

c.‘zz‘ =16= |z| =4

arg(z2 ) = %[2ﬂ]= arg(z) = %[ﬂ']

OrRez=0etlmz=0, donc arg(z)=%

d. Finalement z =(\/g+\/§)+i(\/g—\/§) =4(cos%+isin£)

12

x N6+\2 . T 6 -2

soit|{cos— = et|sin— =
12 4 12 4

Exercices d’ATS Huguette Klein 2013



Exercice 10

1+cos2a . 1-cos2a
1. Sachant que cos?a = ———— et sin’a = —, —,ona
vz
T 1+cost 1+ 242 T T 242
cos? == £ =—2= et cos=> 0 donccos— =
8 2 2 4 8 8 2
NE
_om  l-cost  1-2 5 3 . T . T 2—2
sin?= = t =2 = et sin— > 0 doncsin—- =
8 2 2 4 8 8 2
2 2
N g / . zZ+1 z—1
2. Soit a résoudre I'équation : (—) + (—) =0
z—1 zZ+1
zZ+1
Pourz # letz # —1onpose Z = (;)
. . i 1
Alors I’équation devient : Z?2 +t-=0o Z*+1=02=-1

I'=-1o et =e"s 4a=n2n] © a=

.3

T T
DoncZ = esouZ=¢e"% ouZ=¢ce"10uZ=c¢e "1

., Z+1 i
Il reste a résoudre — = ek

i—

[g] =g+k;k €{0,1,2,3}
3

lag K, o cos®k
. i i i e "k+1 e 2+e 2 >
Soitz+1=¢e®(z—1) & z(1—el%) =—1—¢i% & 7z = ATl i
i i isin—t
e e 2
Ak
. cos—~
Donclz = —i—a~ pour k € {0,1,2,3}
sin—*t
2
11: 3n 3n
. . cosy cosg , cos cos=y
Soitz=—i—2 ouz=I—p OUZ=—l—3> Z=i—F
Sing 3 sin = sin =
, . . . n 242 T 22
D’aprés la question précédente cos - = ~——et sing = —
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T /(4 . T 2—2 . 3w 242
s = = n

3
Donc cos— = COS (— - =

T
COS 2+ 2+ 2+
e B[22 [ V2)’ f_-L(fﬂ)
sm 3 2— \/_
T
_cosg
z=1 T L(\/_+1)
sin
8
cos—g
z=—i 3 =—i(\/§+1)
sin o
8
37‘[
oS —&
zZ=1 l(\/_—l)

sin
8

Les quatre solutions de I'équation sont donc : —i(\/i + 1), L(\/E + 1), —i(\/i — 1), l(\/f —

1)

3. Z+D*+(z—D*=2(z*+622+1)

. . . z+1 2 z—1 2 . N
Résoudre I'’équation : (;) + (Z+—1) = O revientarésoudre z* + 6z2+1 =10
On pose X = z? et on résout I'équation X2 +6X +1 =0

A=36—-4=32
X = 6+\/_=_3+2\/__12(3_2\/_)_12(1_\/_)
ouX = =3~ 2/Z = (3 + 2v2) = (1 +2)

ce qui nous donne :

Z=i(1—\/§)ouz=—i(1—\/§) ouz=i(1+\/§)ouz=—i(1+\/§)

Et on retrouve les résultats précédents
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Exercice 11

a. (E) - (x+l,)2n+l _(x_l,)2n+l _ O <:><x+i)2n+1 _ (x_i)2n+1

comme i n’est pas solution de (E),on a

x+i)"" X+i_ 2
(E)@(—‘) —le T memi k@l 2n)

xX—1i

k2 k2 k2 k2
X+i 241 : "2nl A 2
——e" o xtize (x—z)©x l-e?l [=—f| e} 1
xX-1i
k27 .k .k
N AT 1 N T o ko
e + | e +e C052 1 -
pour k=0, x=——3 = = n+l_ cotan
k2m .k Lk k
i i —i . JT n+1
62n+1 _1 eZn+1 —e 2n+l Sin
2n+1

. )z . X+I , .
si k=0, "équation —— =1 n’admet pas de solution
xX—1

Finalement I’équation (E) admet 2n solutions réelles données par

keE{L,....2n}

X, =cotan

2n+1

2n+l1

(x+i)2n+1 _(x_i)zm—lk_ %C n+l‘x2n+1 it 2 C§n+l i k+ 2 2n+1 2" l k * (1_(_1)k)

si k est pair, l—(—l}:

si k est impair, 1—(—1}5 2 et

n
A\2n+1 2n+l 2p+1 2n+l- 2p+1). .2 p+l . 2p+l 2(n P)
(x+i)" =(x=i)"" = 22 CrnX 2’2 1) Crilx
=

(x+l.)2n+] _(x_l,)2n+l _ ZZE(— 1) C221f++11 2(n-p)
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