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  3	
  corrigé	
  

Exercice	
  1	
  

a. 	
  Z! =
!!!"
!!!"

= !!!" !!!"
!!!"

= !!!"#!!"#!!"
!"

= − !
!
+ !

!
i	
  

	
  

                  z! =
2+ 5i
1− i +

2− 5i
1+ i =

2+ 5i 1+ i + 2− 5i 1− i
2 = −3	
  

	
  

b. z! =
!
!!!

= !

!  !!!
π
!
= ! !

!
e!

π
!	
  

	
  

!! = −1+ ! ! = 2  e!
!π
!

!
= 2

!
e!
!"π
! 	
  	
  	
  	
  

	
  

Exercice	
  2	
  

1+ ! ! = 2  e!
π
!

!
= 2

!
e!
!π
! 	
  

1− ! ! = 2  e!!
π
!

!
= 2

!
e!!

!π
! 	
  

1+ ! ! + 1− ! ! = 2
!
e!
!π
! + e!!

!π
! = 2 2

!
!"# !π

!
	
  qui	
  est	
  réel	
  

1+ ! ! − 1− ! ! = 2
!
e!
!π
! − e!!

!π
! = 2! 2

!
!"# !π

!
	
  qui	
  est	
  un	
  imaginaire	
  pur.	
  

Autre	
  méthode	
  :	
  

1+ ! ! + 1− ! ! = !!!!! +
!

!!!

   !!! −! !
!

!!!

= !!!!! 1+ −1 !
!

!!!

	
  

Si	
  k	
  est	
  pair	
  1+ −1 ! = 2  	
  et	
  !!	
  est	
  réel	
  

Si	
  k	
  est	
  impair	
  1+ −1 ! = 0  	
  	
  

Donc	
  ∀! ∈ ℕ, 1+ ! ! + 1− ! !	
  est	
  un	
  réel.	
  

1+ ! ! − 1− ! ! = !!!!! −
!

!!!

   !!! −! !
!

!!!

= !!!!! 1− −1 !
!

!!!

	
  

Si	
  k	
  est	
  pair	
  1− −1 ! = 0  	
  	
  

Si	
  k	
  est	
  impair	
  1− −1 ! = 2    	
  et	
  	
    !!	
  est	
  imaginaire	
  

Donc	
  	
  ∀! ∈ ℕ, 1+ ! ! − 1− ! !	
  est	
  un	
  imaginaire	
  pur	
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Exercice	
  3	
  
	
  

1. ( )E : 4 3 2 2 0z z z− + + = 	
  

4 3 2 2 22 1 2 1 0j j j j j j j− + + = − + + = + + = 	
  (somme	
  des	
  racines	
  cubiques	
  de	
  l’unité)	
  

( ) ( ) ( )4 3 22 2 2 8 6 4 22 2 1 2 0j j j j j j j j− + + = − + − = − + + = 	
  

donc	
   j 	
  et	
   2j 	
  sont	
  	
  solutions	
  de	
   ( )E 	
  

ainsi	
  	
   ( )( )( ) ( )( )4 3 2 2 2 2 22 1z z z z j z j z az b z z z az b− + + = − − + + = + + + + 	
  

	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   ( ) ( ) ( )4 3 21 1z a z b a z b a z b= + + + + + + + + 	
  

	
  

on	
  a	
  ainsi	
  par	
  identification	
  :	
  

1 1
1 1
0

2

a
b a
b a
b

+ = −

+ + =

+ =

=

	
  	
  	
  ⇔ 	
  
2
2

b
a
=

= −
	
  

et	
   ( )( )( )4 3 2 2 22 2 2z z z z j z j z z− + + = − − − + 	
  	
  

Résolution	
  de	
  : 2 2 2 0z z− + = 	
  

24 8 4 4iΔ = − = − = 	
  donc	
   2 2 1
2
iz i±

= = ± 	
  

Finalement	
  les	
  solutions	
  de	
   ( )E sont	
  :{ }2, ,1 ,1j j i i− + 	
  

	
  

	
  

Exercice	
  4	
  

a.	
   ( )2 2 1 1 0z i z i+ − − − =	
  

( ) ( )22 1 4 1 1i iΔ = − + + = 	
  donc	
  les	
  solutions	
  sont	
  :	
   1
1 2 1
2
iz i− −

= = −	
  et	
   1
1 2 1 1
2
iz i− +

= = −	
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b.	
   ( )6 32 1 1 0z i z i+ − − − =	
  

on	
  pose	
   3Z z= 	
  et	
  on	
  a	
   ( )2 2 1 1 0Z i Z i+ − − − =	
  

d’après	
  a.	
  il	
  nous	
  faut	
  résoudre	
  les	
  équations	
   3z i= − 	
  et	
   3 1z i= − 	
  

3 3 3 2
iiz i r e e
π

θ −
= − ⇔ =⇔ 	
  

[ ]

1

3 2
2

r
π

θ π

=

= −
	
  	
  ⇔

1
2

6 3

r
π π

θ

=

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦

	
  soit	
  
5

6 6, ,
i i

z e i e
π π

− −⎧ ⎫
∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

	
  

	
  

3 3 3 41 2
iiz i r e e
π

θ −
= − ⇔ = ⇔ 	
  

[ ]

1
62

3 2
4

r
π

θ π

=

= −
	
  	
  ⇔

1
62

2
12 3

r
π π

θ

=

⎡ ⎤= − ⎢ ⎥⎣ ⎦

	
  

	
  	
  soit	
  
1 1 17 3
6 6 612 12 42 ,2 ,2

i i i
z e e e

π π π−
− −⎧ ⎫

∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

	
  

( )6 32 1 1 0z i z i+ − − − =	
  pour	
  
5 1 1 17 3

6 6 6 6 612 12 4, , , 2 ,2 ,2
i i i i i

z e i e e e e
π π π π π−

− − − −⎧ ⎫
∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

	
  

	
  

=

Exercice	
  5
	
  

1. !!!"
!!!"

= !!" ⇔ 1+ !" = !!" − !!!"!⇔ !" !!" + 1 = !!" − 1	
  
	
  

soit	
  ! = !!"!!
! !!"!!

=
!!
!
! !!

!
!!!!!

!
!

!!!
!
! !!

!
!!!!!

!
!
=

!"#!!
!"#!!

= tan !
!
	
  pour	
  ! ≠ !   2!   	
  

on	
  remarque	
  que	
  les	
  solutions	
  sont	
  réelles.	
  
	
  

2. !! = 1⇔ ! = !!"
!!
! ,	
  ! ∈ 0,1,2,3,4 	
  

	
  

3. 1+ !" ! − 1− !" ! = 0⇔ 1+ !" ! = 1− !" ! ⇔ !!!"
!!!"

!
= 1	
  

	
  

En	
  utilisant	
  les	
  résultats	
  précédents	
  et	
  en	
  posant	
  ! = !!!"
!!!"

  	
  

On	
  obtient	
  ! = tan !"
!
	
  

Soit	
  ! = 0, tan !
!
, tan !!

!
, tan !!

!
, tan !!

!
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Exercice	
  6	
  
	
  

( ) ( )
0 0 0 0 0
cos sin cos sin

n n n n n kikx ix

k k k k k
C iS kx i kx kx i kx e e

= = = = =

+ = + = + = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 	
  

on	
  reconnaît	
  une	
  suite	
  géométrique,	
  donc	
  si	
   1ixe ≠ 	
  soit	
   [ ]0 2x π≠ ,	
  

( )

1 1 1
2 2 2 1 1

1 2 2
2 2

2 22 2 2

1sin
1 2
1 sin

2

n n ni x i x i x
n ni x i xi n x nx nxi i

x xix x x x i ii i i

ne e e x
e e eC iS e e

xe e ee e e

+ + +
−

+ +
−+

−−

⎛ ⎞ +⎛ ⎞−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ = = = =
− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

−− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

	
  

En	
  prenant	
  la	
  partie	
  réelle	
  et	
  la	
  partie	
  imaginaire	
  on	
  obtient	
  pour	
   [ ]0 2x π≠ 	
  :	
  

0
cos

n

k
C kx

=

=∑

1sin
2cos

2 sin
2

n x
nx

x

+⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠= ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

	
  	
  et	
  	
  
0
sin

n

k
S kx

=

=∑

1sin
2sin

2 sin
2

n x
nx

x

+⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠= ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎝ ⎠

	
  

	
  

si	
   [ ]0 2x π= ,	
  on	
  a	
  directement	
   1C n= + 	
  et	
   0S = 	
  

Exercice	
  7	
  

!"#$ + !  !"#$ !!!! = ∁!!!!! !"#!!!!!!!
!!!!

!!!

  !!!"#!!	
  

!!! = −1 !	
  	
  et	
  	
  !!!!! = −1 !!	
  	
  	
  

Or	
  	
  !"# 2! + 1 ! + !  !"# 2! + 1 != !"#$ + !  !"#$ !!!!	
  

Donc,	
  en	
  identifiant	
  les	
  parties	
  réelles	
  et	
  imaginaires	
  :	
  

!"# 2! + 1 ! = −1 !∁!!!!
!! !"#!!!!!!!!

!

!!!

  !"#!!!	
  

!"# 2! + 1 ! =    −1 !∁!!!!
!!!!!"#!!!!!!

!

!!!

  !"#!!!!!	
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Exercice	
  8	
  

L’équation	
  !! − 2+ !" ! + !" + 2− ! = 0    admet	
  des	
  racines	
  conjuguées	
  si	
  et	
  seulement	
  
si	
  les	
  coefficients	
  2+ !"	
  et	
  !" + 2− !	
  sont	
  réels	
  ce	
  qui	
  est	
  le	
  cas	
  quand	
  ! = 0	
  

!! − 2! + 2 = 0    ⇔ ! − 1 ! + 1 = 0⇔ ! − 1 ! − !! ⇔ ! − 1− ! ! − 1+ ! = 0	
  

Donc	
  les	
  solutions	
  sont	
  ! = 1+ !	
  et	
  ! = 1− !	
  

	
  

Exercice	
  9	
  

( ) ( )6 2 6 2z i= + + − .	
  

a.	
   ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 2

2 6 2 6 2 6 2 2 6 2 6 2 6 2z i i= + + − = + + + − − − 	
  

soit	
   2 8 3 8z i= + 	
  

	
  

b.	
  
22 64 3 64 64 4z = × + = × ⇒ 	
   2 8 2 16z = × = 	
  

2 63 18 3 8 16 16
2 2

i
z i i e

π⎛ ⎞
= + = + = ⇒⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
	
   ( ) [ ]2arg 2

6
z π

π= 	
  

c. 2 16z = ⇒	
   4z = 	
  

( ) [ ] ( ) [ ]2arg 2 arg
6 12

z zπ π
π π= ⇒ = 	
  

Or	
  Re 0z≥ 	
  et	
  Im 0z≥ ,	
  donc	
   ( )arg
12

z π
= 	
  

d.	
  Finalement	
   ( ) ( )6 2 6 2 4 cos sin
12 12

z i iπ π⎛ ⎞= + + − = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

	
  

soit	
  
6 2cos

12 4
π +
= 	
  et	
  

6 2sin
12 4
π −
= 	
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Exercice	
  10	
  
	
  

1. Sachant	
  que	
  !"#!! = !!!"#$%
!  

	
  	
  et	
    !"#!! = !!!"#$%
!  

	
  ,	
  on	
  a	
  :	
  	
  
	
  

!"#! !
!
=

!!!"#!!
!  

	
  	
  =	
  
!! !

!
!

	
  =	
  !! !
!

	
  et	
  	
  cos !
!
> 0	
  donc	
  cos !

!
= !! !

!
	
  

	
  

!"#! !
!
=

!!!"#!!
!  

	
  	
  =	
  
!! !

!
!

	
  =	
  !! !
!

	
  et	
  	
  sin !
!
> 0	
  donc	
  sin !

!
= !! !

!
	
  

	
  

2. Soit	
  à	
  résoudre	
  l’équation	
  :	
  	
   !!!
!!!

!
+ !!!

!!!

!
= 0	
  

	
  
Pour	
  ! ≠ 1	
  et	
  ! ≠ −1	
  on	
  pose	
  ! = !!!

!!!
	
  

	
  

Alors	
  l’équation	
  devient	
  :	
  !! + !
!!
= 0⇔ !! + 1 = 0⇔ !! = −1	
  

!! = −!⇔ !!!! = !!" ⇔ !! = ! !! ⇔ ! =
!
!
!
! =

!
! + !

!
! ,! ∈ !,!,!,! 	
  

Donc	
  ! =   !!
!
! 	
  ou	
  ! =   !!!

!
!       ou	
  ! =   !!

!"
! 	
  ou	
  ! =   !!!

!"
! 	
  

	
  

Il	
  reste	
  à	
  résoudre	
  !!!
!!!

= !!!! 	
  

Soit	
  ! + 1 = !!!! ! − 1 ⇔ ! 1− !!!! = −1− !!!! ⇔ ! = !!!!!!
!!!!!!

= !!
!!
! !!!!

!!
!

!!
!!
! !!!!

!!
!
=

!"#
!!
!

!"!#!!!   
	
  

Donc	
  ! = −!
!"#

!!
!

!"#!!!   
	
    !"#$  ! ∈ 0,1,2,3 	
  

	
  

Soit	
  ! = −!
!"#!  !
!"#  !!  

  	
  ou	
  ! = !
!"#!  !
!"#  !!  

	
  	
  ou	
  ! = −!
!"#!"  !
!"#  !"!   

	
  	
  ! = !
!"#!"  !
!"#  !"!   

	
  

	
  

D’après	
  la	
  question	
  précédente	
  cos !
!
= !! !

!
	
  et	
  sin !

!
= !! !

!
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Donc	
  cos !"
!
= cos !

!
− !

!
= sin !

!
= !! !

!
	
  et	
  sin !"

!
= !! !

!
	
  

	
  

! = −!
!"# !  8
!"#  !8  

= −!
2+ 2
2− 2

= −!
2+ 2

!

2 = −!
2+ 2

2
= −! 2+ 1 	
  

! = !
!"# !  8
!"#  !8  

= ! 2+ 1 	
  

! = −!
!"# 3!  8
!"#   3!8   

= −! 2+ 1 	
  

! = !
!"# 3!  8
!"#   3!8   

= ! 2− 1 	
  

Les	
  quatre	
  solutions	
  de	
  l’équation	
  sont	
  donc	
  :	
  −! 2+ 1 , ! 2+ 1 ,−! 2− 1 , ! 2−
1 	
  

	
  

3. ! + 1 ! + ! − 1 ! = 2 !! + 6!! + 1 	
  
	
  

Résoudre	
  l’équation	
  :	
  	
   !!!
!!!

!
+ !!!

!!!

!
= 0	
  revient	
  à	
  résoudre	
  !! + 6!! + 1 = 0	
  

On	
  pose	
  ! = !!	
  et	
  on	
  résout	
  l’équation	
  !! + 6! + 1 = 0	
  
Δ = 36− 4 = 32	
  

X = !!! !"
!

= −3+ 2 2 = i! 3− 2 2 = i! 1− 2
!
	
  	
  

ou	
  ! = −3− 2 2 = i! 3+ 2 2 = i! 1+ 2
!
	
  	
  

	
  ce	
  qui	
  nous	
  donne	
  :	
  
	
  
! = ! 1− 2 	
  ou	
  ! = −! 1− 2   	
  ou	
  ! = ! 1+ 2 	
  ou  ! = −! 1+ 2 	
  

Et	
  on	
  retrouve	
  les	
  résultats	
  précédents	
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Exercice	
  11	
  
a.	
   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 10n n n nE x i x i x i x i+ + + +

⇔ + − − = ⇔ + = − 	
  

comme	
   i n’est	
  pas	
  solution	
  de	
   ( )E ,on	
  a	
  

	
  

( ) { }
2 1 2

2 11 , 0,1,..., 2
n ki

nx i x iE e k n
x i x i

π+

++ +⎛ ⎞⇔ = ⇔ = ∈⎜ ⎟− −⎝ ⎠
	
  

	
  

( )
2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 11 1
k k k ki i i i
n n n nx i e x i e x i x e i e

x i

π π π π
+ + + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
= ⇔ + = − ⇔ − = − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
	
  

pour	
   0k ≠ ,	
  

2
2 1 2 1 2 1

2
2 1 2 1 2 1

1 cos
2 1 cot

2 1sin1 2 1

k k ki i i
n n n

k k ki i i
n n n

ki e i e e
knx ank ne e e n

π π π

π π π

π
π

π

−
+ + +

−
+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ += = = =
+

− −
+

	
  

si	
   0k = ,	
  l’équation	
   1x i
x i
+

=
−

	
  n’admet	
  pas	
  de	
  solution	
  

	
  

Finalement	
  l’équation	
   ( )E 	
  admet	
   2n 	
  solutions	
  réelles	
  données	
  par	
  

{ }cot , 1,..., 2
2 1k
kx an k n
n
π

= ∈
+

	
  

b.	
  

( ) ( ) ( ) ( )( )
2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1

0 0 0
1 1 1

n n n
n n k kk n k k k n k k k n k k

n n n
k k k

x i x i C x i C x i C x i
+ + +

+ + + − + − + −
+ + +

= = =

+ − − = − − = − −∑ ∑ ∑
si	
   k 	
  est	
  pair,	
   ( )1 1 0k

− − = 	
  

si	
   k 	
  est	
  impair,	
   ( )1 1 2k
− − = 	
  et	
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 1 22 1 2 1 2 1
2 1 2 1

0 0
2 2 1
n n

n n pn p n pp p p
n n

p p
x i x i C x i i C x+ + + − + −+ + +

+ +
= =

+ − − = = −∑ ∑ 	
  

	
  

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 22 1
2 1

0
2 1

n
n n p n pp

n
p

x i x i i C x+ + −+
+

=

+ − − = −∑ 	
  




