Analyse 1

SUITES NUMERIQUES

Exercice 1

1) Démontrer par récurrence que : VneN* 2n3+ ! Jn < z\/? < 4”6+ 3 Jn .
k=1

2) En déduire un équivalentde S, = Z Jk quand n tend vers ’infini.
k=1

Exercice 2

On définit deux suites (u,) et (v,,) par leurs premiers termes uy =1 et vy =2, et par

. . U, =2u,+3v,
les relations de récurrence : Vne N
vn+1 = 2un + vn

1) Exprimer u,,, en fonction de u,,, etde u, .
2) En déduire le calcul de u, , puis de v, en fonction de n.

Exercice 3 (d’apres ESSEC voie E)
Soit (u,) la suite définie par u, =1, u;, =2, u, =6 et Vvne N u,,, =3u,, —2u,.

1) Soit g un réel. On définit la suite (v,) par: Vne N v, =u, 6 —qu,. Exprimer

v.,, enfonctionde v, , v etu,.

2) En déduire qu’il existe deux valeurs de g pour lesquelles la suite (v,) suit une
récurrence linéaire d’ordre 2. On notera (v, ) et (v',) les deux suites obtenues.

3) En déduire I’expression de v, et v', en fonction de n.

4) En déduire I’expression de u, en fonction de n.

Exercice 4
Soient a et b deux réels tels que 0<a <b. On définit deux suites (u,) et (v,) par
u,=a et v, =b,etlesrelations: Vne N u, =M et v, = TV
u, +v, 2
1) Montrerque: Vne N O<u, <v,.
2) En déduire le sens de variations des suites (u,) et (v,).

< 1
3) Montrer par récurrence que : Vne N 0<v, —u, < o> (b—-a).
4) Montrer que les deux suites sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?

5) Montrer que la suite de terme général u, v, est constante. En déduire les limites des

suites (u,) et (v,) en fonction de a et b.
6) En déduire un programme en Turbo-Pascal permettant de calculer une valeur

approchée a 107 pres de J6 .
Exercice S (EDHEC 1996 voie S)

. .. , ,. i
Dans cet exercice, x désigne un réel de I’intervalle }O, 5{ .

1) Soit la suite réelle (u,) définie par u, =cosx et: Vne N u, ,, =u, cos(znx+1 j

. ‘2 . X . P
a) Montrer que la suite de terme général v, =u, sin| — | est géométrique.
2)1
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Analyse 2
b) En déduire, pour tout entier naturel n, I’expression de u, en fonction de x et n.
c) Montrer enfin que la suite (u,) est convergente et donner sa limite.
2) On considere le programme suivant qui permet le calcul des (n+1) premiers
termes de deux suites (a,) et (b,) :

Program Suites ;
var x,a, b : real ;
k, n : integer ;
Begin
Readln(x) ;
Readln(n) ;
a:=1;
b:=1/cos(x);
Fork :=1ton do
begin
a:=(@+b)/2;
b :=sqrt(a * b) ;
end ;
Writeln(a, b) ;

End.

a) Préciser leurs premiers termes a, et b, en fonction de x.
b) Calculer a, et b, en fonction de x.
c) Ecrire, pour ne N*, les relations de récurrence liant a,, b,, a, , et b, ,.

d) Montrer que, pour tout entier naturel n, a, >0 et b, >0.

3) a) Etablirque: Vne N* b —a,6 = \/Z b,,—a,,).

2(Jb,, ++a,)

b) Montrer que: Vne N a, <b,.
¢) En déduire les variations des suites (a,) et (b,).

d) En utilisant le 3) a), montrer que : Vhe N 0<b, 6 —a, < ! ( ! —lj.
2"\ cosx

e) En déduire que les suites (a,) et (b,) sont convergentes et ont la méme limite /.

X
u, cos| —
2" u,

> et b, .
Cos” X cos” x

4) a) Montrer que, pour tout neN,ona: a, =

b) En déduire la valeur de /.

Exercice 6 (Mines 2001)

La derniere partie de cet exercice fait appel aux espaces vectoriels.
Dans tout I’exercice, on considere un réel a non nul et un polyndme PeR[X].

Soit (u,) une suite réelle qui vérifie: VneN u,,, = au, + P(n)

Partie A

On suppose dans cette partie que a =1.
n—l1

1) En calculant Z(uk +1 — U4 ), déterminer pour tout neN* I’expression de u, en
k=0

fonction de n, u, et des valeurs prises par P.
2) Application : Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,) définie
par: uy=-3 et VnelN u,,, =u, +4n’ —6n* +2n+5.
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Analyse 3
Dans la suite de I’exercice, on suppose a différent de 0 et de 1.
Partie B

On suppose dans cette partie que P est le polynome nul.
1) Préciser la nature de la suite (u,) et en déduire I’expression de u, en fonction de

n,aet ug

2) Application : Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,) définie
par: u,=-3 et VneN u,,, =2u,.

Partie C

On suppose dans cette partie que P est un polyndme constant : P(X)=b.

1) Préciser la nature de la suite (u,) et en déduire I’expression de u, en fonction de
n,a,bet u,

2) Application : Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,) définie
par: uy,=-3 et VneN u,,, =2u, +5.

Partie D

On suppose dans cette partie que P est un polyndme de degré 1 : P(X) =bX +c.

1) Montrer qu’il existe un polyndme Q(X)=rX +s tel que la suite de terme général
v, =u, —Q(n) soit géométrique.

2) En déduire I’expression de u, en fonction de n, a, b, c et uy.

3) Application : Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,) définie
par: uy =-3 et VnelN u,,, =2u, +5n-4.

Partie E

On suppose dans cette partie que : P(X) = (X +1)* —aX* ot keN*.

1) Déterminer la nature de la suite de terme général v, =u, — n*

2) En déduire I’expression de u, en fonction de n, k, a et u,. Cette expression est-
elle encore valable si k =0 ?

3) Application : Calculer en fonction de n le terme général de la suite (u,) définie
par: u,=-3 et VnelN u,,, =2u, —n’ +3n* +3n+1.

Partie F
On étudie maintenant le cas général, donc on suppose que P est un polyndme de degré
p =1 et (u,) une suite réelle qui vérifie: VneN u,,, =au, + P(n).
1) Pour tout k € N, on définit le polyndme : P, (X) = (X +1)* —aX".
a) Déterminer le degré du polyndme P, .

b) En déduire que les polyndmes F,, A, ..., P, sont linéairement indépendants.

P
¢) En déduire qu’il existe des coefficients o, tels que : P(X) = ZOL P (X).

k=0
2) Montrer qu’il existe des suites (@'”) pour ke[0,p] qui vérifient:

4
Vne N u, = Zockuflk) et Vne N ult) =au'” + P, (n).
k=0

3) Application : Calculer en fonction de n le terme général de la suite (1, ) définie par :

uy=-3 et vnelN u,,, =2un+2n3+3n2—n+4.
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Analyse 4

Exercice 7

4 k
On considere la suite (1, ) définie par: Vne N* u, = H(l + —2) .

k=1 n
1) Ecrire un programme en Turbo-Pascal demandant a 1’utilisateur un entier n et
affichant la valeur de u, .

2
2) Montrer que : VxeR™ x—%éln(l+x)£x.

n+l1
2n

2 n
3) En déduire que : Vne N * ntl_2n +3;1+1S21n(1+£2}s
2n 12n k=1 n

4) En déduire la limite de v, = Hln(l + izj quand n tend vers +oo.

k=1 n

5) En déduire la limite de u, quand n tend vers +oo.

Exercice 8 (d’apres ESSEC 88 voie S)

L g 1
On considere la suite définie par: Vne N* H = ZZ
k=1
Partie A
1) Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui demande a I’utilisateur un entier n et qui

affiche la valeur de H, .
2) Démontrer que : Vx €]0,+oo[ L <In(x+1)—Inx < l .
x+1 X

3) Endéduire que: Vne N* In(n+1)<H, <Ilnn+1.

4) En déduire la limite de H, et un équivalentde H, quand n tend vers I’infini.

Partie B

On considere les suites définies par : Vne N* u, =H —Innetv,=H, —In(n+1).

1) Etudier le sens de variations des suites (u,) et (v,).

2) En déduire que les deux suites (u,) et (v,) ont une limite commune. Cette limite,

notée v, s appelle la constante d’Euler.

3) Démontrer que : Vne N* Hn—lnn—lSySHn—lnn.
n

4) En déduire un programme en Turbo-Pascal qui demande a I'utilisateur un réel € >0
et qui calcule une valeur approchée de y a € pres.

Partie C
Soit f1a fonction définie sur [O,4+oo[ par: f(x) =~ +—" —In(l+x).
2 2(x+1)

2
1) Démontrer que : Vxe [0,4 0< f'(x) < %

3
2) En déduire que : Vxe [04+0] 0< f(x)< % .

1 1

3) Pour tout entier k > 2, démontrer que : — < TR
k 2(k-1) 2k

n+p
4) En déduire que, pour tous les entiers n=>2 et p=0: 0< z f (lj < ;2
= \k) 12(n-1
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Partie D

o o g 1
On considere la suite définie par: Vne N* w, =H —Inn— o
n
n+p

1) Justifier que, pour tout entier ne N* : lim z Wiy —W)=Y—w,.
: : 1 .
2) Exprimer w,,, —w, en fonctionde f % pour tout entier ke N *.

3) En déduire que, pour tout entier n =2 : 0< y—(Hn —Inn —Lj < ;2
2n) 12(n—1)

4) En déduire un programme en Turbo-Pascal qui demande a I'utilisateur un réel
€ >0 et qui calcule une valeur approchée de y a € pres plus rapidement que dans
la partie B.

Exercice 9 (d’apres ECRICOME 2003 voie T)

1) Etudier les variations de la fonction f définie par: f(x)=x+2—2In(e* +1).
2) On définit la suite (u,) par uy =0 et: Vne N u,.; = f(u,).
a) Silasuite (u,) converge, quelle est la seule limite o/ possible ?
b) Montrer que : Vne N u, €[0,1]. Ondonne : In2=0,7 et In(e+1) = 1,3.
e—1

¢) Montrer que : Vxe [0,1] | f '(x)| < el
e+

d) En déduire que: Vne N |u,,; —of< e—_1|un —qf.
e+1

n
e) Montrer que: Vne N |un—oc|3[e—_1j .
e+l

f) En déduire la convergence de la suite (u,,) .

g) Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui calcule n pour que u, soit une

valeur approchée de o a4 107° pres et qui affiche cette valeur approchée.

Exercice 10 (d’apreés Ecricome 2005 voie E)

La derniere partie de cet exercice fait appel aux fonctions de deux variables.

On considere la fonction f définie par f(0) =—1 et: Vxe IRi f(x)=x*—xlnx—1.
Ondonne: In2=0,7 et In3=1,1.

Partie A : Etude de la fonction

1) Etudier la limite de fen +oo. Préciser la nature de la branche infinie.

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de fsur R*.

3) Etudier la convexité de f sur [Ri .

4) En déduire le tableau de variations de f.

5) Montrer que fréalise une bijection de IRi sur un intervalle J que I’on précisera.

6) Quel est le sens de variation de f~' ? Déterminer la limite de f~'(x) lorsque x
tend vers 1’infini.

Partie B : Etude d’une premiere suite

1) Justifier que pour tout ke N, il existe un unique réel x, >0 tel que f(x,)=k.
Exprimer x;, al’aide de f -
2) Donner la valeur de x, .
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Analyse

6
c s e 3
3) Démontrer que x; appartient a I’intervalle I = [E’Z]

4) Montrer que : VkeN x, <x,,,.

5) Déterminer la limite de x; lorsque k tend vers I’infini.

Partie C : Etude d’une deuxiéme suite

Soit @ la fonction définie par: Vxe Ri o(x) = 2 +Inx.
X

On définit la suite (u,) par: u, =% et VvneN u,,, =0(u,).
1) Etudier les variations de ¢ sur IR:r et montrer que (p(I ) cl.

. . 2
2) En étudiant les variations de ¢', montrer que : Vxe [ |(p'(x)| < 9

3) Montrer que les équations x = @(x) et f(x) =1 sont équivalentes. En déduire que
le réel x; est I’unique solution de I’équation x = @(x).

4) Montrer que : VneN %Sun <2.

n

5) Montrer que : VnelN |un+1—x1|S§|u —x1|.

6) Montrer que : VneN |un —x1| < %(%) .

7) En déduire la limite de la suite (u,,) .
8) Ecrire un programme permettant de calculer une valeur approchée de x; a 107 pres.

Partie D : Etude d’une fonction de deux variables

Soit g la fonction définie par : V(x,y)e R* g(x,y)=xe’ —ye".
1) Calculer les dérivées partielles premieres de g.

2) En déduire que g admet un seul point critique.

3) Ce point est-il un extremum local de g ?

Exercice 11 (d’aprés EDHEC 97 voie E)

Pour tout ne N*, on note f, la fonction définie sur ]0,4oo[ par: f,(x)=x-nlnx.

Partie A : Etude de la fonction

1) Déterminer les limites en O et en +oo de la fonction f,.

2) Etudier les variations de la fonction f, et dresser son tableau de variations.

3) Montrer que, pour tout entier n =3, I’équation f,(x)=0 a deux solutions que
I’on notera u,, et v, qui vérifient: O<u, <n<v,.

4) En déduire, pour tout entier n =3, le signe de f,(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : Etude de la suite u

On suppose que n=3.
1) Montrerque : 1<u, <e.

2) Montrer que f,(u,,,;)=1In(u,,,) et en déduire le sens de variations de la suite (u,,) .

3) En déduire que la suite (u,) converge.
4) Démontrer que l <In(u,) < ¢ . En déduire la limite de (u,,) .
n n

5) Montrer que : u, —1~ l
n
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Analyse 7

Partie C : Etude de la suite v

On suppose toujours que n > 3.

1) Calculer lim v, .
n—s+oo

2) Calculer f,(nlnn), puis montrer que nlnn<v,.
3) En utilisant les variations de f, , démontrer que : Vxe]O,+oo[ x>2Inx.
4) En déduire que : nlnn<v, <2nlnn.

5) En déduire un encadrement de In(v, ) , puis montrer enfin que : v, ~nlnn.

Exercice 12

x—-n _

—e

Pour tout ne IN*, on définit la fonction f, par: Vxe R* f (x)=
x+n

1) Etudier la limite de la fonction f, en +oo.

2) Etudier les variations de la fonction f, .

3) Montrer que I’équation f, (x) =0 admet une unique solution u,, .

4) En déduire le signe de f, (x) suivant les valeurs de x.

5) Comparer u, etn, puis en déduire la limite de u, .

6) Déterminer le signe de f, (n+1), et en déduire un équivalent de u, .

7) On se propose d’étudier la suite de terme général a, =u, —n.

L

a) Montrer que : Vne N* 0<a, <2u,e "

b) En déduire la limite de la suite (a,) .

n

c) En explicitant la relation f,(n+a,)=0, calculer la limite de ¢
n

a,.
d) En déduire un équivalentde u, —n.

Exercice 13 (HEC voie E ?)
Partie A
Soit f'1a fonction définie par : f(x)=x+1nx.

1) Etudier les limites de la fonction fen O et en +oo.
2) Etudier les variations de la fonction f.
3) En déduire que, pour tout ne N, 1’équation (E,) : x+Inx=n admet une unique

solution «,, .
4) Donner la valeur de a .
5) Etudier le sens de variations de la suite (o, ).

Partie B
1) Démontrer que : Vxe]0,40o[ Inx<x.

2) Démontrer que : Vne N * %Socn <n.

3) En déduire la limite de o, quand n tend vers I’infini.

Partie C

) . In
1) Démontrer que : lim .

n—>+oo n

=0 et en déduire que o, ~n.

2) Calculer la limite de o,,, —o, quand n tend vers I’infini.

-
3) Onpose: Vne N* un:” n

Inn
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%)

a) Montrer que: Vne N* u, —1=

Inn
b) Calculer la limite de u, quand n tend vers I’infini.
¢) Démontrer que : 1—u, ~ 1 :
n

d) En déduire qu’il existe une fonction € telle que lin(} e(x)=0 et:

Vne N* o =n—Inn Lnn Inn (%
n n n

Exercice 14 (d’apres Ecricome 2005 voie S)

On définit une suite réelle (u,) par u, 20 et: Vne N* u, =.n+u,, .
1) Montrer que: Vne N u, 2 Jn .

2) Démontrer que : Vxe R” Jx < %(1 +Xx).

3) En déduire que: Vne N unSn+Z—2.

. .. . u, _ u
4) En déduire les limites des suites (”—zlj et ( z
n n

j . En déduire que : u, ~ Jn.

5) Onpose: Vne N w =u, - Jn . Montrer que la suite (w,) a une limite ¢ que
I’on précisera.

6) Calculer lim (\/_ —+/n—1), puis hm (u u, ,). En déduire qu’il existe un entier

n—>+oo
1

n, telque: Vn2n, u,=2u,, S

7) Montrer que u,,, —u, est de méme signe que 1+u, —u, ,, puis que la suite (u,)
est croissante a partir d’un certain rang.

8) Ecrire un programme en Turbo-Pascal qui demande a I’utilisateur un entier n et qui
affiche la valeur de u, lorsque u, =1.

Exercice 15 (Ecricome 2003 voie S)

Soit a est un réel strictement positif.
On considere la suite (u,) définie par u, =a et: Vne N u,,, =u, +(u,)".

Partie A : Etude de la convergence de la suite

1) Montrer que la suite (u,) est strictement positive et monotone.
2) Silasuite (u,) convergeait vers un réel £, quelle serait la valeur de € ?
3) En déduire que la suite (u,) diverge vers l'infini.

Partie B : Etude du comportement asymptotique de la suite

On définit la suite (v,) par: Vne N v, = ZLnln(u,Z ).

1 1
1) Prouverque: Vne N v , —v, = S [1+—].
u

n

. . . 1 1
2) En déduire que quels que soient les entiers naturels petn: 0<v,, ., —v, < —nln[l + —j
u

n

3) Démontrer que la suite (v, ) est majorée, puis qu'elle converge vers une limite

notée O (%ue I’on ne demande pas de calcule 2
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Analyse 9

4) En déduire que : Yne N u, <e*" .
5) En faisant tendre p vers I’infini pour n fixé dans I’encadrement du 2), montrer
que: Vne N e <u, +1.

6) En déduire, lorsque n tend vers 1'infini, I'équivalent suivant : u, ~ e

27[

7) On pose : Vne N w, =e“ —u,. Montrer que la suite (w,) est bornée et

—a2"

qu’elle vérifie la relation suivante : Vhne N 2w, —1=[w ,, +(w, i w, le

n+l

8) Prouver enfin que, lorsque n tend vers l'infini : u, = —% +e* o(l).

Partie C : Calcul approché

Dans cette partie, on suppose que : a =1.

1) Démontrer que: Vne N 0<o-v, < ! .

n

2) En déduire un programme en Turbo-Pascal qui calcule une valeur approchée a 107
pres par défaut de o.

Exercice 16 (EDHEC 95 voie S)

On considere la suite (u,) définie par u, €]0,1[ et Vne N u,,, =u,(1-u,).

1) Etudier les variations de la fonction f définie par : f(x) = x(1—x).

2) Démontrer que: Vne N O<u, <

. En déduire la convergence de (u,,) .
n+1

3) Onpose: Vne N v, =nu,.
a) Etudier le sens de variations de la suite (v, ).
b) En déduire que la suite (v,) converge vers un réel ¢ <]0,1].
4) Onpose: Vne N w, =n(,,, —v,).
a) Montrerque: Vne N w, =v (1-u,-v,).
b) En déduire que la suite (w,) converge et calculer sa limite en fonction de /.

5) On suppose dans cette question que ¢ #1.

S ta=n

a) Montrer qu’il existe un entier n, telque: Vn2n, v, ., —v, 5
n

b) Endéduireque: Vn=2n, v, —v, 2 6(1;0 .

c) Montrer que ce résultat est en contradiction avec le 3) b).

6) En déduire que : u, L .
n

Exercice 17 (d’apres Ecricome 2008 voie E)

Pour tout p e N *, on définit la fonction f,par: f,(x)=1+In(x+ p).

Partie A

1) Montrer que I’équation f,(x) = x admet une unique solution o, sur ]O,+oo[ .
2) Montrer que : o, € [1,3].

3) Montrer que la suite (ot ,) est monotone.

4) Montrerque: Vpe N* a, 21+In p. En déduire la limite de o, a I'infini.
Partie B

On définit la suite (u,) par: u, =1 et Vne N u,, = f(u,).

1) Montrer que: Vne N u, >1.
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10

2) Silasuite (#,) converge, quelle est sa limite ?

3) Montrer que : Vne N

u u, — 0.

n+l

1
—oc1|S§

n-1
4) En déduire que : Vne N |un —0c1| < [éj .

5) En déduire la convergence de la suite (u, ) .
6) Ecrire un programme en Turbo-Pascal pour afficher une valeur approchée de o, a

107 pres.

Exercice 18 (ESCP 1999 voie E)

Pour tout entier k = 2, on définit sur ]0,+oo[ la fonction f, par:

(Inx) k

fi(x)= six#l et f,(1)=0.

Partie A
1) Montrer que f, est dérivable sur ]O,1[U]l,+eo[ et calculer sa dérivée.
2) Montrer que f, est dérivable en 1 et calculer f', (1) suivant les valeurs de k.
3) On considere la fonction @, définie sur ]0,4+eo[ par: @, (x) =k(x—1)—xInx.
a) Etudier les variations de @, sur ]O,+oo[ .
b) Montrer que I’équation @, (x) =0 admet une unique solution a, sur Jl,4oo[ .
4) Déterminer les limites de f, enOeten +oo.
5) Tracer le tableau de variations de f, en distinguant les cas k =2, k entier pair
supérieur ou égal a 4, et k entier impair supérieur ou égal a 3.
Partie B
1) Montrer que pour tout entier k =2, 0ona: ef < a; < et
2) Pour tout entier k =2, on pose : a;, = ek(1+ d,).
a) Montrer que le réel §, vérifie: — ke ™ =1+ 3, )In(1+9,).
b) Justifier I'inégalité : [In(1+3,)| < ke'™, et en déduire lim §, .

k—>+oo

c) Montrer que §, est équivalent a —ke™* en +oo.

3) En déduire que : a; = e’ —k+o(k) quand k tend vers +oo.

Exercice 19

Soit (a,) une suite de réels strictement positifs. Pour tout entier naturel n, on pose :

1 1
u, =4a, u1=a0+a— u2=a0+ 1
1
a, +— a, +

a,

On se propose de chercher a quelle condition sur (a, ), la suite (x,) converge.

Partie A : Etude d’un exemple

Dans cette partie, on suppose que : Vne N a, =1.

1) Lasuite (u,) est-elle monotone ?

2) Montrer que: Vne N u,,, = 1+i.

u
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3)
4)

5)

6)

7)

11
Montrer que : Vne N 1<u, <2.

Si la suite (u#,) converge, quelle sera sa limite ¢ ?

Montrer que : Vne N

u un—€|.

n+l

_431
1

n+l
En déduire que : Vne N |un —£| < (%j .
En déduire la convergence de la suite (u,,) .

Partie B : Etude du cas général

Onpose: Vxe R*  fi(x)=a,+x et Vne N* f (x)=a,+

1y

2)

3)

4)

5)

6)

" a, +x

=a =1+a,a

Montrer qu’il existe deux suites (p,) et (g,) qui vérifient {Po 10 , {pl o
q0 = q, =4,

=a,p,,+p, +xp
P =P TP * telles que : Vne N* VxeR* fn(x)z—p” Pt

et Vn=>2 {
Qn = anQn—l + qn—Q qn + an—l

Onadonc: Vne N u, :fn(O)zﬁ.

n

Pour tout ne N*,onpose: b, =p.q, , —P,.4, -
a) Exprimer b, ,, en fonction de b, .

b) En déduire I’expression de b, en fonction de n.

o n (-
Calculer u, —u, ,. En déduire que : Vne N* u, =a,+ z( ) .
k=1 4191
Pour tout ne N,onpose: v, =u, etw, =u,,.,.

a) Etudier le sens de variations de la suite (v, ).
b) Etudier le sens de variations de la suite (w, ).
c) Montrer que ces deux suites sont convergentes.

Pour tout ne N*,onpose: ¢, =¢q,q,, et Vne N §, :Zak .
k=0

a) Montrer qu’il existe unréel o0 >0 tel que: Vne N ¢, 2o
b) Montrerque: Vn>2 ¢, —c,, >20d’a,.

n-1 —

¢) Endéduire que si lim §, = +eo, alors : lim ¢, = +oo.

n—>+oo n—>+oo

d) En déduire que si lim §, =+oo, la suite (u,) est convergente.

n—>+oo

On note toujours : Vne N S, = Zak .
k=0

a) Montrer que: Vne N ¢, < H(1+ak).
k=0
b) Montrerque: Vxe R 1+x<e".

c) Endéduire que: Vhe N ¢, < e’

d) En déduire que si la suite (S, ) est convergente, alors la suite (u,) est divergente.
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Exercice 20 (d’aprés ESSEC 1989 voie E)

Le but de I’exercice est d’étudier un algorithme d’approximation de Inx pour x > 1.
Partie A : Inégalités préliminaires

2 2
-1 _
. et S(x)= !

On définit deux fonctions T et S sur [1,+oo] par: T(x) = 5
X

1) Démontrer que : Vxe [l4oo][ T(x)<2T(Wx) et 2S(Wx) < S(x).

2) Etudier sur [l,+eo[ les variations des fonctions f et g définies par:
f(x)=Inx-T(x) et g(x)=S(x)—Inx.

3) Endéduire que : Vxe [l,4o[ T(x)<Inx<S(x).

Partie B : Algorithme d’approximation du logarithme

Dans cette partie, x désigne un réel strictement supérieur a 1.

1) On considere la suite (1, ) définie par u, =x et Vne N u, , =./u, .

a) Démontrer que : Vne N u, 21, puis Vne N OSunH—lS%(un—l).

b) Montrerque: Vne N 0<u, —1<[1j (x-1).

¢) En déduire la limite de u, quand n tend vers +oo.

d) Montrer que: Vne N u, = PLE

2) On définit les deux suites (T,) et (S,) par: T, =2"T(u,) et S, =2"S(u,),ou T
et S sont les fonctions introduites dans la partie A.
a) Comparer 7, , et T, ,puis S,,, et S,.
b) Montrerque: Vne N 7, <Inx<S§,,.
¢) En déduire la convergence des suites (7)) et (S,,).
d) Déterminer un équivalent de u, —1 quand n tend vers +oo et en déduire les

limites de 7, et S, quand n tend vers +oo.

S
3) Onpose: Vne N C, = T—” Démontrer les égalités suivantes :

n

1+C S S
- (2) S, =—" (3) T, =t

o) +1 Cn+1 n+l C
4) En utilisant les relations précédentes, écrire un programme en Turbo-Pascal

demandant a I’utilisateur un réel x >1 et un entier naturel p, et faisant afficher le

@ Cu

n+l

plus petit entier n tel que S, -7, <107” et la valeur de S, correspondante (qui

sera donc une valeur approchée par exces de Inx a 107" pres).
Partie C : Vitesse de convergence

1) Dans cette question, fet g sont les fonctions introduites en A-2).
(x—1?

2
(x=1)°

6

a) Démontrer que : Vxe [l,4oo[ 0<g'(x) <

b) En déduire que : Vxe [I,4oof 0< g(x) <

¢) En raisonnant de méme, démontrer que : Vx e [l,4oo[ 0< f(x) <

(x—1)°
3

2) Dans cette question, x est un réel strictement supérieur a 1. Et (u, ), (T,) et (S,)
sont les suites introduites dans la partie B.

a) Démontrer que: Vne N S —Inx=2"g(u,) et Inx—T, =2"f(u,)
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b) En déduire deux réels o et B tels que, pour tout entier naturel 7 :
(x=D’ (x=1’
n 4n

0<S,-Inx<a 0<Inx-T,6<PB

(x—1y
4r

X

c) Prouverenfinque: Vhne N 0<S,-T, < %
Exercice 21 (d’apres ESSEC 1989 voie S)

Le probleme a pour objet I’étude d’un procédé d’approximation de la fonction
exponentielle par des fractions rationnelles.

Partie A : Etude d’une suite de fonctions

Pour tout entier naturel n, on note E, I’ensemble des fonctions numériques f

indéfiniment dérivables sur R qui vérifient :
VxeR 4xf"(x)-8nf'(x)—xf(x)=0.

1) Montrer que la fonction f, définie par VxeR fo(x):ex/ 2 appartient a
I’ensemble E .

2) Soit neN et f, une fonction appartenant a E, . On définit la fonction f,,, par:
VxeR f,,x)=2[2n+D)f,(x)—xf",(x)].

a) Montrer que: VxeR [ (x)= —gfn (x).

b) Montrer que la fonction f,; appartient a I’ensemble E, .
3) On définit donc une suite de fonctions (f,),.n telle que VnelN f, € E, en
posant: VxeR f,(x)= e et VneN Fos1 () =2[2n+Df,(x)=xf"', ()] .
a) Expliciter les fonctions f, et f,.
b) Démontrer que : VneIN VxeR f, ,(x)=22n+3)f,.,(x)+ x? f,(x).
¢) En déduire la fonction f;.

Partie B : Etude d’une suite de polynomes

Pour tout entier naturel n, on pose : VxeR P, (x) = f, (x)e_x/ 2,

1) Expliciter les fonctions Fy, A, P, et B.

2) Démontrer que : VneN VxeR P, ,(x)=212n+3)P,,,(x)+ x2Pn (x).

3) Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction P, est un polyndme a
coefficients entiers.

4) Déterminer le degré et le coefficient dominant de P, .

5) Démontrer que, pour tout entier naturel n: Vxe]—o0,2[ P, (x)>0.

(2n)!

n!

7) Ecrire un programme en Turbo-Pascal demandant a 1’utilisateur un entier n et un

réel x, puis affichant la valeur de P, (x).

6) Démontrer que : VneN P, (0)=

Partie C : Etude d’une fonction auxiliaire
Soit g, la fonction définie par: VxeR g, (x)=(=D"[f,(x)— f,(=x)].

1) Montrer que la fonction g, est impaire.

2) Montrer que: VxeR g’ (x)= %g” (x).

2n

(o . 1({x
3) En déduire par récurrence que : VxeR" 0< g, (x) < Sla 2.
n!
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Partie D : Etude d’une suite de rationnels

B, (=x)
B, (x)

tout réel x qui n’est pas racine du polyndme P, .

Dans la suite du probleme, on pose u, (x) = pour tout entier naturel n et pour

D’apres B-5), u,(x) est au moins définie pour x<2. La question 4) étudiera
I’existence de la suite pour x > 2 avant d’étudier sa convergence.
x/2
. . X)e
1) Sixn’est pas racine de P,, montrer que : u, (x)—e' = (- % .
X
n

2) Etude de la convergence de la suite si x <0.
a) A l'aide du B-2), démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel » :

VxeR™ P,(x)=P,(0).
2n
<! (fj .
(2n)!1\ 2

¢) En déduire la limite de la suite de terme général u, (x) pour x <0.

b) Déduire des résultats précédents que : Vx e | —o0,0]

u,(x)—e"

3) Etude de la convergence de la suite si 0 < x <2.
a) Exprimer u, (x) en fonction de u, (—x) pour 0 <x<2.

b) En déduire la limite de la suite de terme général u, (x) pour 0 <x<2.

4) Etude de la convergence de la suite si x > 2.
a) Démontrer que si n est pair: VxeR f,(x)>0. On le démontrera d’abord

pour x <0, puis, en utilisant la fonction g,, pour x>0. En déduire que
I’équation P,(x) =0 n’a pas de solution dans R si 7 est pair.
b) On suppose que n estimpair: n=2p+1 avec peN.
(1) Al’aide du A-2)a), étudier les variations de f, sur R.
(2) En déduire que I’équation P,(x) =0 a une unique solution a psur R.
(3) En déduire le signe de f, (x) sur R.
¢) On suppose que n est pair: n=2p avec pelN. Déduire des questions
précédentes les variations de f, sur R.
d) Onrevientau cas ou n=2p+1 pour étudier la suite (a,,).
(1) Montrer en utilisant A-3)b) et le signe de f, s+3(a,), que la suite (a,) est

strictement croissante.
(2) On suppose que la suite (a,) converge et on pose (= lim a

potoo P '
. o Sapa (D)
Déterminer lim u,,,, (=), puis lim —=PT_~_ Montrer que ce résultat
p>toe p—>toeo f2p+l (—f

est absurde et en déduire que la suite (a,) diverge et tend vers +oo.
(3) En déduire que pour tout x =2, il existe un entier p, tel que, pour tout
n=2p,, u,(x) existe et soit strictement positif.
e) Pour x=2 et n2=2p,, exprimer u,(x) en fonction de u, (—x) et en déduire la

limite de la suite de terme général u, (x) pour x =2.

Dans la suite du probleme, on se placera dans le cas ou u, (x) existe, c¢’est-a-dire

pour n=2p. si x22.
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Partie E : Vitesse de convergence de la suite

1y

2)

3)

Recherche d’un équivalent de P,(x) lorsque n tend vers +oo.

a) On suppose que n > 1. Démontrer que :

2
VxeR™  f,(0) —%fn_l 0)< £,(x) < f, (0).

b) En déduire que, pour tout x fixé, P,(x) équivaut a P, (O)e_x/ 2 lorsque n tend
vers I’infini. On commencera par le démontrer pour x <0, puis pour x>0 en

utilisant la suite de terme général u, (x).

Majoration de |u, (x)—e"

a) Déduire du D-1) que: VxeR

un(x)—ex‘ <t (X) =, ()]

b) Déduire du B-2) que : VxeR P, (=x)P,(x)— P, (x)P,(—x) = 2(=1)" x*"*!
2|x|2n+1

<

¢) En déduire enfin que : VxeR <—F .
Pn (x)Pn+1 (x)

u,(x)—e"

Recherche d’un équivalent de u, (x)—e".

On suppose x réel non nul fixé.
a) Déterminer un équivalent de u,,(x) —u, (x) quand n tend vers I’infini.

b) Montrer que : lim Uy (X) = Uy (X) _
n—+eo y o (X)—u,(x)

!
¢) En admettant la formule de Stirling: lim L:I, montrer que

n—+e e 20T

ex 2n+l1
—j quand 7 tend vers I’infini.

u, (x)—e* équivaut a (=1)""'e*! (
n
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