Chapitre 9. Variables a densité
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1 Rappels

On suppose défini un univers probabilisé (€2, A, P) , associé & une certaine expérience aléatoire.

1.1 Variable aléatoire
Une variable aléatoire réelle X est une application de 2 vers R, telle que pour tout intervalle I de R,

X7HI) € A, cest-a-dire, X ~1(I) est un événement.

Ezxemple : On tire une fléchette sur une cible formée d’un disque de centre O et de rayon r. L’ensemble
des résultats possibles de cette expérience aléatoire est ’ensemble 2 des points du disque (on ne compte que
les cas ou la fleche arrive effectivement sur la cible!).

Soit X la distance de O au point d’impact de la fléchette : X est une variable aléatoire, avec X () = [0, r[.

X! ([0, gD est événement : {0 < X < g}, autrement traduit par : “la fléchette arrive dans le disque central

de centre O et de rayon 5”.

1.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition d’une variable aléatoire X est Papplication F de R vers [0,1] définie par :

F(z)=P(X <x)

Propriétés :

a) F est croissante sur R.
En effet, si 27 < a9, P(X <23) = P(X <21)+ P(x; < X < 23),dott: P(X <z1) < P(X <) : on a bien
1 < Ty = F(J?l) < F(Z‘Q)

b) ¥(a,b) € R? avec a <b, Pla < X <b)=F(b) — F(a).

¢) Pour une variable quelconque X, plus z est “grand” plus 1’évenement {X < z:} est probable, et inverse-
ment plus x est “petit”, moins 1'événement {X < z} est probable :

lim F(z)=1 et lim F(z)=0

r—r+00 T——00

2 Fonction de répartition et densité d’une variable absolument conti-
nue

2.1 Définitions

Définition 1 : Soit X une variable aléatoire, et F' sa fonction de répartition. Si F' est continue sur R, et
de classe C! sur R sauf en un nombre fini de points isolés, X est dite absolument continue.

Définition 2 : Soit X une variable aléatoire absolument continue, et F' sa fonction de répartition. Soit f une
fonction telle que, en tout point ot F est dérivable, F’(x) = f(z). Alors f est une densité de probabilité de X.

Remarque : Comme f est alors continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points isolés :
f est continue par morceaux sur R.
De plus, F' est une primitive de f.

Définition 3 : Soit X une variable aléatoire absolument continue, de densité de probabilité f. Son en-
semble de valeurs est 'ensemble des réels x tels que f(x) # 0.

Remarque : Comme f est continue (sauf éventuellement en un nombre fini de points isolés) X (Q2) est soit un
intervalle de R, soit une réunion d’intervalles.
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2.2 Propriétés

1. VY(a,b) € R? avec a <b, P(a<X§b):F(b)—F(a):/bf(t)dt

2. Comme F' est croissante sur R, f est positive ou nulle sur R.

3. Théoréme 1 :| F(x)=P(X <z)= /w f(®)dt

Conséquence : L’intégrale de f sur | — oo, x] est convergente, et en particulier : IEIEIOO f(@)=0

4. On sait que lim F(z)=1 , donc lim / f)dt = 1.

r—+o0 r—r+00

—+oo
L’intégrale de f sur R est donc convergente et : / fyde=1

— 00

et en particulier : zgg_loo f(z)=0
b
5. Comme f est une fonction positive, ft)dt, et donc P(a < X < b), est l'aire du domaine plan limité

a
par la courbe de f, I'axe des abscisses, et les deux droites d’équations x = a et z = b.
a

6. Soit un réel a de X(Q) : P(X =a)= / ft)dt = 0.
Onadonc: Pla< X <b)=Pla<X <b)=Pla<X<b).
7. Supposons que X () = [a, b] (la densité de probabilité de X est nulle en dehors de 'intervalle [a, b]).
+00 b
Alors : / fdt=1 < / f@®dt=1

xT
e Six<a, F(x)z/ 0dt =0
— 00

«Siz>b, F(:c>:/;f@)dt:/_;c)dw/abf(t)dw/; 0dt = 1.

Théoréme 2 :| Si X(2) = [a,b], alorsVe <a F(x)=0 e Vz>b F(z)=1

2.3 Condition pour qu’une fonction F donnée soit une fonction de répartition

Soit F' une fonction de R vers [0, 1].
Si F est continue sur R, de classe C! sauf éventuellement en un nombre fini de points,

Théoréme 3 : | poissante sur R, et telle que lim F(x) =0et hrf F(z)=1
r—r—00 r—+00

alors F est la fonction de répartition d’une certaine variable aléatoire X.

Ezxemple 1 : Soit F la fonction définie par :

esiz<0 , F(z)=0

esi0<z<1 , Flx)==x

esiz>1 , F(x)=1

Alors F vérifie bien toutes les propriétés nécessaires : F' est une fonction de répartition.

Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition F', une densité de X sera obtenue en prenant la dérivée
de F' partout ou celle-ci est dérivable, et en donnant des valeurs quelconques pour les points isolés :

esiz<0 , f(x)=0
esil0<z<l , flx)=1
esiz>1 , f(x)=0

e f(0) = f(1) =1 (par exemple).
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On remarque que X () = [0,1].

2.4 Condition pour qu’une fonction f donnée soit une densité de probabilité

Soit f une fonction définie sur R . Si :
e f est continue sur R, ou continue par morceaux

Théoreme § ¢ | ° [ est positive : Ve € R f(x) >0

—+o0
e l'intégrale de f sur R est convergente et / fde=1
alors f est une densité de probabilité. B
Exemple 2 : Soit f définie par :
. 1
S1X Z 0 f(x) = m
sinon f(z)=0
. lim+ f(x) = 1,donc f est continue par morceaux.
z—0
oV >0 f(x) > 0 donc f est positive sur R.
“+o00 0 “+o00
1
t)dt = Odt ———dt
[ soa= [ o [T G
r 1 1
Or /0 mdt = 132 + 1 donc l'intégrale de f sur R converge et vaut 1.

Conclusion : f est bien une densité de probabilité.
Soit X une variable de densité f, sa fonction de répartition est donnée par :
eSiz <0 F(z)=0

x x 1 1
eSiz>0 F(m):/_oof(t)dt:/o mdtzl—m

Exemple 3 : Soit f définie par :
Gr>0 f(z)=—0
{ six > TESE
sinon f(z) =0
Cherchons s’il existe une valeur de « telle que f soit une densité de probabilité.
e f est continue par morceaux sur R et positive si a > 0.
e Pour que l'intégrale de f sur R soit convergente et de valeur 1, il faut et il suffit que o = 2 :

T ! * 1 1 N e o
vt | ot~ [ o (5 g ) v [0

Dans ce cas la fonction de répartition d’une variable X de densité f sera :
siz<0 F(z)=0

3 Composée d’une variable aléatoire X par une fonction numérique
Y

On pose Y = p(X). Dans les exemples suivante, on suppose que X a une densité f, et on cherche une
densité g de Y.
On notera F' la fonction de répartition de X et G celle de Y.
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3.1 ¢(x)=ax+b, avec a >0
On a donc Y = aX + b. On considere la fonction de répartition G de Y. Par définition,

G(z) = P{Y <z
= PlaX+b<uz)
z—b
= PX <L
(x<"h
_ F(x—b)
a
1 — 1 —
En tout point ot F' est dérivable, g(z) = G'(z) = —F’ <x b) =—f (x b>
a a a a
On a donc : g(x)zlf (m—b)
a a

3.2 ¢(r)=ax+b,avec a <0

. .. . . 1
La seule différence avec le cas précédent, c’est qu’en divisant les deux membres d’une inégalité par —
a
I'inégalité change de sens :

G(x):P(X>xa_b)=1—P(X<"Ta_b):l—F(x_b)

a
dotr : g(z):%f (‘”b)

a

1 z—b
Remarque : on peut réunir ces deux cas en un seul : | g(z) = |—f ()

3.3 o(r)=2a?

Vr € R, G(x) = P(X? < ). On a alors deux cas :
e Six<0:P(X?<uz)=0 (événement impossible), donc G(z)

=0et gz) =0.
eSixz>0:P(X?2<z)=P(—/2<X <z)=F(1)— F(—/T)

g(x) = %

e Si x = 0 : On peut prendre n’importe quelle valeur pour g(0).

(f(Vz) + f(=Vx))

et en dérivant on obtient :

34 p(x)=¢"
Vo € R, G(z) = P(e® < ). On a alors deux cas :
X

eSixz<0: Ple

) = 0 (événement impossible), donc G(z) =0 et g(x) = 0.
1
eSizx>0:G(r)=PleX <z)=PX <lnz)=F(lnz) etdonc: g(z)=—f(Inz).
x

4 Moments d’une variable aléatoire a densité

4.1 Moment d’ordre n de X

Définition 4 : Soit X une variable aléatoire absolument continue, de densité f, et n un entier strictement
positif. X admet un moment d’ordre n si, et seulement si, I'intégrale de la fonction  — z™ f(x) est convergente

sur R.
+oo

Dans ce cas on note :  m,, = / t" f(t)dt

— 00
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4.2 Espérance

Définition 5 : X admet une espérance si, et seulement si, l'intégrale de la fonction x — z f(x) est convergente

—+oo
sur R, et dans ce cas :  E(X) = / tf(t)dt.

— 00

(L’espérance n’est autre que le moment d’ordre 1 de X.)

si0<z<1 f(z)=1
sinon f(z) =0

+00 0 1 +oo 12 1 1
Alors : / ft)dt = / 0dt —|—/ tdt +/ 0dt = {} =_.
—0o0 — 00 0 1 2 0 2

Exemple 1 : On avait : {

1
X admet bien une espérance et E(X) = 5
1
Exzemple 2 : f(t) = aroe sit>0et f(t) =0 sinon.
t 1
Comme ——— —, Vintégrale de t — tf(t) sur [0, +oo[ est divergente.

(1+t)2 4ot
Donc X n’admet pas d’espérance.

2
Exzemple 3 : f(t) = axop sit>0et f(t) =0 sinon.
On remarque que : t = 1 - 1
AN s T v 2 @ ree
® 2t ® 2 2 2 1 v 2 1
d’otlt : ——dt = - dt=|———+—=| =1-
on /0 (1+1)3 /0 ((1+t)2 (1+t)3) 11t T 02, Ttz T Uta2

Donc, en prenant la limite quand z tend vers +oo, E(X) =1

Cas d’une densité de probabilité paire :

Si X a pour densité de probabilité une fonction paire,
Théoréme 5 : | et si lintégrale de t — ¢f(t) sur [0, +oo] est convergente,
Alors : E(X)=0

4.3 Théoréme de transfert

Soit X une variable de densité f, admettant une espérance, et Y = p(X),
ol ¢ est une fonction numérique. Alors, sous réserve de convergence de cette intégrale,

+oo
E(Y) = / () (1)t

— 00

Théoréme 6 :

On admettra ce théoréme dans le cas général, et on va le vérifier dans deux cas.

4.3.1 Cas ou p(z) =ar+b, avec a >0

z—0b
a

1
On a vu que dans ce cas une densité de Y = aX + b est donnée par : g(z) = —f
a

a

+oo 400
t t—b
Donc, sous réserve de convergence, E(Y) = / tg(t)dt = / ~f () dt
a

—00 — 00

t—>
On effectue le changement de variable u = ——, d’ou dt = adu, et comme a > 0 les bornes restent inchangées :
a

+oo
EY)= / (au+b) f(u)du

— 00

On a bien 'expression du théoreme de transfert dans le cas Y = aX + b, et de plus, par linéarité de 'intégrale
impropre convergente,

“+o0 “+o0
E(aX +b) = a/ wf(u)du + b[ f(u)du
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c’est-a-dire :

Théoréme 7 : | E(aX +b) =aE(X)+b

Remarque : On peut faire le méme calcul dans le cas de a < 0, et on retrouve le résultat du théoreme 7, qui
est donc valable quelle que soit la valeur de a.

4.3.2 Cas ou1 ¢(z) = 22

On a vu que dans ce cas une densité de Y est donnée par :
1
g(x) = ﬁ(f(ﬁ) + f(—=Vz)) siz >0, g(x)=0 sinon.

Sous réserve de convergence,

+o0 +00 too Foo
B0 = [ Ttaar= [ L0+ sV = | L (e + 0 Vi

On appellg I, la premiere de ces deux intégrales, et I la deuxieme.

Calcul de I :
On effectue le changement de variable u = /¢, d’ot1 t = u?, et dt = 2udu, les bornes étant inchangées.

+o0 U +o0

I = / —f(u)2udu = / u? f(u)du
0 2 0

Calcul de I :

On effectue le changement de variable u = —/t, d’ott t = u?, et dt = 2udu.

Quand t =0, u = 0, et quand t tend vers 400, u tend vers —oo, d’olt :

I, = /0—00 —%f(u)?udu = /0 u? f(u)du

— 00

0 +oo +oo
Onendéduit: EY)=IL+1 = / u? f(u)du —|—/ u? f(u)du = / u? f(u)du
o 0 —o0

On retrouve bien le résultat du théoréme de transfert, pour ¢(z) = z2.

4.4 Variance

Définition 6 : Soit X une variable aléatoire & densité, admettant une espérance F(X). La variance de X
est le nombre réel, s’il existe,

V(X) = E(X - B(X)]")

Théoréme 8 : | V(X) = E(X?) — (E(X))? (Formule de Koenig-Huyghens)

Définition 7 : L’écart-type de la variable aléatoire X est le réel :

Exemple 1 : Soit X de densité f définie par :
Sio<z<1, f(z)=1,sinon f(z)=0.

Nous avons vu : E(X) = 3

“+o00 1 1
E(X?) = / t2f(t)dt = / t2dt = 3
—o00 0
1 1 1
d’ou : X)==-—-=—
ou: V) =3-7"1
Exemple 3 : La densité f de X est définie par :
2
On avait : E(X) = 1.
+o0 2t2
Sous réserve de convergence, E(X?) = / dt
0 (1+1¢)3
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212
Or : ———— ~ - donc cette intégrale est divergente.
(141t)3 4o ¢
La variable X n’admet pas de variance.

V(aX +b) = a2V (X)

Théoréme 9 : (sous réserve d’existence de V(X))

4.5 Variables aléatoires centrées réduites

Définition 8 : Une variable aléatoire X est dite centrée si F(X) = 0. Elle est dite centrée réduite si
E(X)=0et o(X)=1.

A toute variable aléatoire X admettant une espérance et une variance, on peut associer

P . X-E(X
Théoréme 10 : une variable centrée réduite : Y = (X())
o

4.6 Covariance
Définition 9 : Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(®)

5 Lois usuelles

5.1 Loi uniforme

Définition 10 : La variable X suit une loi uniforme sur Uintervalle [a, b] si et seulement si la densité de
probabilité f de cette variable est constante sur l'intervalle [a, b], et nulle en dehors de cet intervalle.

Notation : X — U([a,b])  (ou: X = U,y)

e Valeur de la constante :

+oo
Si m est la valeur de la densité sur [a, b], on doit avoir : / f(#)dt =1, c’est-a-dire :
b 1 -
/ mdt=1 ,soit: m(b—a)=1 dou m= =
e Fonction de répartition :
eSiz<a, F(z)=0
oSiz>b F(r)=1
eSia<z<b F(m)—x_a
-0 b—a
e Espérance :
+00 b 27t 2 2
t 1 [t b*—a a+b
tf(t)dt = dt = L _
/_Oo 10 /a b—a b—a[?]a 2(b—a) E(X) 2

e Variance :

+oo b 42 310 3 3 2 2
t 1 t b’ —a b +ab+a
(X% / il dt /b—adt b—a[?)L 3(b—a) 3

— 0o a

VP +ab+d®  (a+b)? b —2ab+a?

dott : V(X
ol : V/(X) 3 1 12

c’est a dire : V(X) =

5.2 Loi exponentielle

Définition 11 : Soit A un réel strictement positif.
La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parametre A si sa densité de probabilité f est donnée par :
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siz>0 f(z)=Ae "
sinon f(z) =0

Notation : X — E(N)

e Vérifions que f est une densité :

+oo —+oo
Sous réserve de convergence, / f()dt = / e Mdt
0

or : / e Mdt = [—e‘”}g =1—e "
0

+oo

Comme A >0, lim e ** =0, donc on a bien : / f(®)dt = 1.

T—>+00 o
Par ailleurs cette fonction est positive ou nulle sur R, et elle est continue par morceaux. C’est donc bien
une densité de probabilité.

e Fonction de répartition :
six >0 F(z)=

s < 7 z . 1
D’apres le calcul précédent : { sizx<0 F(z)=0

e Espérance :

+oo +oo
Sous réserve de convergence, E(X) = / tf(t)dt = / the Mt
—o0 0
or, en utilisant une intégration par parties :

* z r 1 ¥ 1 1
/0 the Mdt = [—te_’\t]o —|—/0 e Mdt = —ze M + [—)\e_/\t]o = —ge M — Xe_)‘:” + X

d’otl1, en prenant la limite quand x tend vers +o0, E(X)= 1

e Variance :

+oo
Sous réserve de convergence, E(X?) = /

+oo
tzf(t)dt:/ t2Xe Mdt
—o0 0

Avec une intégration par parties :
xr

T

X Mdt = [—t2e M) +/ 2teMdt
0 0
et d’apres le calcul précédent :

* 2 2 2
/0 2 e Mdt = —z?e A — Xa:e*/\m — F(z*)“” + 2z

2
En prenant la limite quand = tend vers +oco on obtient : E(X?) = 2 dou:| V(X)=—

5.3 Loi normale centrée réduite, ou loi de Laplace-Gauss

Définition 12 : La variable aléatoire X suit une loi normale centrée réduite si et seulement si sa densité de
probabilité est la fonction ¢ définie par :

—_
N

x

Yz e R p(z) = e

Notation : X < N(0,1)

e Etude de la fonction ¢ :
x La fonction ¢ est paire, continue et dérivable sur R.
2

T =2 . . . _ . p .
x  ¢(x)=— e~ 7, par conséquent ¢ est strictement croissante sur R~ et strictement décroissante

V2
sur RT. "

La fonction ¢ admet un maximum au point 0, égal a

1
vV o
22

" —LJ?Q— e~ T
)= = =)

par conséquent la courbe représentative de ¢ admet 2 points d’inflexions, de coordonnées respectives

1 1
(=) et (-1, =),
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e © est bien une densité :

+oo 1
e
oo V2w
Conséquence : On peut en déduire les valeurs d’autres intégrales par changement de variable.

+oo 2 t
L’égalité ci-dessus peut s’écrire : / e~ Tdt =V 27, et en posant u = —, dt = v/2du et donc :

oo V2’
+oo
/ e V2du = V2

— 00

2
On admettra que : “Tdt=1

+o0 +oo
d’oli : / e~ du = Nz et comme la fonction est paire : / e du = g
0

— 00

e Espérance
+oo

On étudie la convergence de l'intégrale : / to(t)dt.

— 00
Comme la fonction ¢ est paire, la fonction ¢ — tp(t) est impaire; il suffit d’étudier la convergence de

I'intégrale sur [0, +o0l.

* 1 * 2 1 277 1 2
to(t)dt = — te” 2dt = — {—677} =—(1—¢€e 2
/0 wlt) \/27r/0 V2T 0 \/27r( )
2

+oo
Comme lim e~ 7 =0, intégrale est convergente et : / to(t)dt = —
0

s——+oo \ 2T

et comme @ est paire, EX)=0

e Variance
Pour calculer E(X?), on remarque que la fonction t — t2p(t) est paire. On utilise une intégration par
parties, en posant :
{ u(t) =t u'(t) =1
V(1) = () o(t) = —g(t)

/ " Po(t)dt = [to®)E + [ p(t)dt = —wp(z) + / "oty
0 0 0

xT +o0 1
Or lim zp(x)= lim ze” 2 =0, et lim p(t)dt = / pt)dt = =
0

T—+00 r—r—+00 Tr—r+00 0

+o0 1 o0
par conséquent : / t2p(t)dt = 2 d’olt : / t2o(t)dt = 1
0

et comme F(X) =0, V(X)=1

e Fonction de répartition
x

On note @ la fonction de répartition de X :  ®(z) = / p(t)dt

— 00
On ne peut exprimer cette fonction a 'aide des fonctions usuelles, mais on trouve ses valeurs a 'aide
d’une table (voir annexe).

Propriétés :

1
1. Comme ¢ est paire, ®(0) = 3

1
2. Pour tout z positif ou nul, ®(z) = 3 —|—/ p(t)dt.

0
On peut alors calculer une valeur approchée de cette intégrale par la méthode des trapezes, par
exemple.

3. Pour tout réel z, O(—x)=1-—D(x)
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Cette propriété permet de calculer les valeurs de ® pour x < 0, a partir de la table.
—T +oo
dém : Comme ¢ est paire, ®(—x) = / p(t)dt = / pt)dt =P(X >z)=1-P(X <zx) =

1—®(x) -

4. Pour tout réel positif a, P(—a <X <a)=2P(a) -1

5.4 Loi normale de paramétres m et o2

Soit m un réel, o un réel strictement positif.

Définition 13 : Une variable aléatoire X suit une loi normale de parameétres m et o2 si X = m + oT,
ou T est une variable qui suit une loi de Laplace-Gauss.

Notation : X — N (m,o?)
Remarque : Pour m = 0 et o = 1, on retrouve la loi normale centrée réduite, ou loi de Laplace-Gauss.

e Densité de probabilité
D’apres le calcul du paragraphe 3.1, la densité f de X est donnée par :

) = 2o (E2) = et

e Espérance et variance :

D’apres les formules des théorémes 7 et 9 : E(X)=m e V(X)=o02

Les parametres de la loi sont donc ’espérance et la variance de la variable aléatoire X.

e Fonction de répartition :

vz € R F(;z:)(I><xm>

g

Onauraparexemple:P(m—a<X<m+a):<I><m+a_m> —@<W> :2(1;(3>_1
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