Espaces Vectoriels -1- ECS1

ESPACES VECTORIELS

Il s’agit d’étudier les propriétés d’'une famille d’ensembles qui possédent la méme
structure. Dans tout le chapitk€ désignera soiR soit C.

| — Espaces vectoriels
1) Définitions

Définition : Une_loi de composition interrdans un ensembleest une application de
ExE danskE: (u,v) > u+v.

Exemples : Addition et multiplication dan®, addition et multiplication des fonctions
définies sur un ensembl®, addition et multiplication des polynémes, addition des
matrices...

Définition : Une loi de composition exterrans un ensemble a opérateurs dans

est une application d& x E dansk : (o,u) — au.

Exemples: Multiplication par un réel des fonctions définies sur ensembleD,

multiplication par un réel des polyn6mes, multiplication par un réel des matrices, ...

Définition : Un ensembldE est un espace vectoriel d€ir ou unK-espace vectoriel,

s’il est muni d’'une loi de composition interne notée + eind’ loi de compositiol

externe a opérateurs dafigotée . qui verifient les propriétés :

1. u+v=v+u pour tous les élémentet v de E (commutativité).

2. (U+v)+w=u+(v+Ww) pourtous les élémentgsvetw deE (associativité).

3. Il existe un élément (neutr)g de E tel que pour tout élémeni de E:
U+0g =0g +u=u.

4. Pour tout élémentu de E, il existe un unique éléemenma* de E tel que:

u+u*=u*+u=0.

1u =u pour tout élément deE.

a(u+V) =au+av pour tous les élémenisetv deE et tout réel .

(o0 +B)u=au+pu pour tout élément deE et tous réelst et .

a(Bu) = (af)u pour tout éléement deE et tous réelsx et (on le noteraxfu).

Les 4 premieres propriétés donnerfEa+) une structure de groupe commutatif

Remarque 1 Un espace vectoriel n’est pas vide puisqu’il @nitO .

Remarque 2 On peut démontrer que s’il y a un élément neutregst unique.

Supposons qu’il y en ait deux not@s etO'c.

Ona:VueE u+0z=0:+u=u.Doncsiu=0% : 0'c+0z =0+ O = O¢.

Ona:VueE u+0y=0g+u=u.Doncsiu=0g : Oc +0g =0+ Q& = Q.

Donc :0g =0%.

Or:YueE u+ @=L+ Q= A+0u=12u donc:YVueE u+0u=u

ConséquencePar unicité [Vue E Ou =0,

Remarque 3 On peut démontrer que s’il y a un symétrique deu, il est unique.

Supposons qu’il y en ait deux notés et u** .

Ona:u+u*=u*+u=0g etu+u** =u** +u=0 .

Donc:u** +(u+d) =u* D o =d* etu*Hu+u**) =0 @ o =U .

Or par associativité et commutativit@** +(u+u) =u* € d* +u .

—
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Donc :u* =u** .
Or:VueE u+ £W=0+ = Q-Du=0=0;
ConséquencePar unicité [vue E  u* = (-))u|On noteravu e E  u* = -u.

Par analogie avec les vecteurs du plan, on parle d’espace « vectoriel », et les éléments
de 'ensembléE s’appellent des « vecteurs » (méme quand ce ne sont pas des « vrais »
vecteurs !). Les opérateurs réels ou complexes sont appelés des « scalaires ».

Pour ne pas confondre les « vecteurs » et les « scalaires », en général les vecteurs sont
notésu, vetw, et les scalaires avec des lettres grecquel et y.

Pour distinguer le zéro des vecteurs et le zéro des réels, le vecteur nul €gt note
Propriété: SiE est un espace vectoriel dQralors, siuc E etaeK :

ou= 0 <oa=00uu=0¢.
Démonstration On démontre séparément les deux implications.
Montrons d’abord oo = 0 ou u=0g = au=0f.
Sia=0: pour tout vectewn, u=u= (0+1)u= QU+ =0u+u. DoncOu=0g.
Siu=0g : pourtout réeb., au =0 U+ Og)=au+aOg. Donc a0 = 0.
Montrons ensuite au= Gt = o= 0ou u=0g.
Si au=0g, ily a deux cas possiblest= dua = 0.

Si au=0g eta = 0, on peut multiplier parl clu= lOE , donc u=0g.
a a

Donc en définitive, siuu = O, il y a deux cas possiblest= du u=0g.

Remargue Cette proprieté ressemble a la propriété dintégrde R:
ab= 0= a= 0oub=0, mais ici, les deux éléments ne sont pas de méme nature.

2) Exemples fondamentaux

Exemple 1: L'ensemble E = K" desn-listes u = (x,X,,...,X, ) d’éléments de&K est
un espace vectoriel sirlorsqu’il est muni des lois suivantes :
UV = (X, X0 X )+ O Y20%n )= &+ YL Xo+ Yo X + Va
ol = 0%, Xo ey Xy )= (0% 0Ky 4o X
Démonstration Elle est conséquence des propriéték.de
Lou+v=04Xgs X )+ 01 Y2 0¥ G+ Y1 X+ Yo oo Xy + Yy -
VU= (Y1 YorenYn )+ 00 X0 X )= B+ X0 Yot X oY %,
Or l'addition est commutative daks
Donc :u+v=v+u pourtousuetvdeE=K".
2. UV =04 XX )+ O Y2 0¥ JF Y1 Xo+ Yo o X + Y
Donc (U+V)+W= (X + Y1, Xo+ Yo, ... X + Yo )+ (& 125 ... 2, )-
Donc (U+V) +W=((X + Y1) + 21, (Xo+ Y2) + Zoyeoe, % + Vi )+ Z1) -
VHW= (Y1, Y2rnYo @ 2o 02 )= 6142 Yot Zp oYy + 7,
Doncu+(V+W) = (%, X,..Zy )+ V1 +2Z,.Yo+ 25, Y0 + 2,
Donc u+ (V+w) = (% + (Y1 + 20, Xo+ (Yot Z9),.% + Vi +2,))-
Or l'addition est associative dalks
Donc (u+V)+w=u+ (vV+w) pour tousy,vetwde E=K".
3. L’éléement neutre de l'addition esg = (0Q...0) . En effet :
U+0g = (X, % ,...%, H (0,0,...,0F %+ O+ 0,.X,+ & XX, ,.X
Donc :u+ Q =u pour toutu. L'égalité - +u=u est due au 1).
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4. Toutu=(X,Xy,...,.x, ) de E=K" a pour opposé&* =(—x, —X,,...,—X ) car:
X{ Xp +Xn F X=X 5%, F X1 X Xo— X5 ... X, — X, = (00...0).
5 W=10¢,%,..%, )= (& ,% ,...& ¥ X % ,.X, Fu pourtoutude E=K",
6. a(u+V)=0l(X, X% )+ (1Yo 0¥ =000+ Y1 XoF+ Yooy + Yy
Donc :a(u+V) = (a[X + V4], o Xo + Y, ..., ol X, + V,]) -
Donc : a(u+V) = (ax + ayy, X, + Yo, ... ,0%, + LY, ).
Donc : a(u+V) = (oXg, 0%y, ...,0% )+ O 05 4. Y -
Donc : a(U+V) = o(X, Xo, s X ) (VYo oo Vi o
Donc : a(u+V) = au+av pour tousuetvde E = K" ettouta. e K .
7. (o+Pu=(a+PB)0q, Xor Xy )= (o + PP, [or+BIXp, - [+ BIX,)
Donc : (o + B)u = (aXy + BXg, 0Xy + BXy,...,aX, +BX, )
Donc : (o + B)u = (axg, 0Xy, ...,0%, )+ BX BXs,...BX, )
Donc : (o + B)U = (X, Xps - Xy )+ B O X 4o X )
Donc : (o +B)u=au+Bu pour toutu de E = K".et tousa. et deK.
8. a(Bu) = alB(xy, X, ... % )] = a(BXy,BXz, . %, )= @BX aABX; ... 0BX,

Donc : a(BU) = (aB)(Xq, Xy, ..., %, )= @B pour toutu de E = K" et tousa. et dekK.

La démonstration est valable pour toutes les valeurs de l'emtier 1

En particulier :E =R est un espace vectoriel dRr(les réels jouent deux roles).

E =C est un espace vectoriel sDr(les complexes jouent deux réles).

E =C est un espace vectoriel SRrir.

N

Remarque Tout espace vectoriel s@ est un espace vectoriel sBr. Il suffit de
restreindre les opérateurs.

Exemple 2: L'ensembleE =.~/(D,K), noté aussk ®, des applications définies s

un ensemble non vide et a valeurs daris est un espace vectoriel sGdorsqu’il est
muni des lois suivantes :

- T'addition des applicationsx——2— f (x) + g(x).

- la multiplication des applications par un élémgek : x—4 5 af ().

Démonstration Les propriétés sur les applicatiohsse démontrent a laide des

propriétés des élémenfyx) deKcar: f =g< VxeD f(x)=g(X).

1. DansK: vxeD f(xX)+g(x)=g(x)+ f(x) (commutativité).
Donc f + g=g+ f pourtous les élémentetgde E=.-/(D,K).

2. DansK: vxeD [f(X +dgX]+hX = f(X) +[g(X) +h(x)] (associativité).
Donc (f +g)+h= f +(g+h) pourtous les éléementsy ethde E=.-/(D,K).

3. L'élément neutreOg de E=.7/(D,K) est la fonction nulle sub car dansK :
vVxeD fX)+0=0+f(x)=f(x).

4. Toute fonctiorf de E =.-/(D,K) posséde une fonction opposée : c’est la fonction

notée (—f) qui a toutxe D associe- f(X).
5. 1f = f pour toute fonctiofide E =.~/(D,K).
6. DansK: vxeD of f(X)+g(x)]=af(x)+ag(x) (distributivité).

Donca(f + g) = af + ag pour toutes fonctionsetg de E=.-/(D,K) et touta e K.

7. DansK: vxeD (a+B)f(x)=af(x)+pf(x) (distributivite).
(a+B) f =af +pf pour toute fonctiomde E=.-/(D,K) ettous a etp dekK.
8. DansK: vxe D ofBf(X)]=(ap)f(X) (associativite).
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o(Bf)=(ap)f pourtoute fonctiomde E =.~(D,K) et tous réels. etf.

En particulier, lensemble des suites numériquegN,K) = KN est un espace vectoriel
surkK.

Il'y a bien shr d’autres exemples a connaitre. Mais on les obtiendra dans d’autres
paragraphes.

Exemple 3: L'ensemble E=./ (K) des matrices a coefficients daksest un
espace vectoriel skt lorsqu’il est muni des lois suivantes :

- laddition des matricesA+B=(a ;)+(b ;) =(a +b ).

- la multiplication des matrices par un élémenkKdenA=a(a ;) = (aa, ;).

Les propriétés ont déja été déemontrées.

|| — Sous-espaces vectoriels
1) Définition
D’autres exemples importants d’espaces vectoriels existent, comme par exemple les
polynébmes. Mais I'ensembl&[ X] des polyn6mes est contenu dans(K,K). On va
VOIr que certaines propriétés n’ont pas besoin d’étre redémontrées.
Définition : Une partie_non vide d’un espace vectori® est un sous-espace vectot
deE si la restriction des lois d& munit F d’une structure d’espace vectoriel.
Il faut tout d’abord que l'addition soit une loi demposition interne pouf et que la
multiplication par un réel soit une loi de composition externe pour

V(uv)eF? u+veF et VueF VaeK aueF
D’autre part, on sait qUE a une structure d’espace vectoriel. Donc les 8 propriétés
sont vérifiees. Or toutes les propriétés qui sont vérifiees pour tous les vectBues de
sont aussi pour tous les vecteurddauisqueF < E. Donc les propriétés 1, 2, 5, 6, 7
et 8 sont veérifiees pdf. Il reste donc les propriétés 3 et 4.
Or F =, donc il existe au moins un élémant F. Donc We F. DoncOg € F.
Or d’'apres la propriété 3 de: Yvue F u+0g =0z +u=u. Donc :0p = 0.
Onawvuque YyueE u*=(-1u.OrVueF (-QueF, doncu*cF etdapresla
propriete 4de&e: Yue F u+u*=u*+u=0  =0.
Théoreme Une partieF d’'un espace vectoridt est un sous espace vectoriel s| et
seulement si il vérifie les 3 propriétés suivantes :
1. F = (ce quirevient a démontrer qog € F).

2. V(uv)eF? u+veF.

3. YueF VaeK aueF.

On peut remarquer que I'on peut condenser les deumedes propriétés :
Théoreme Une partieF d’'un espace vectoridt est un sous espace vectoriel s| et
seulement siF = etVaeK V(uv)eF? au+veF.
En effet, si le premier théoreme est vrai, toutewctle la formexu + v appartient a

F, et réciproquement si le dernier théoreme est vrai, aved on retrouve la
propriété 2, et avef =0 la propriétée 3.

On prendra donc comme critere indifferemment I'un des deux théoremes. Mais il
faudra retenir deux choses :

- Tout sous-espace vectoriel Beest un espace vectoriel.
- Tout sous espace vectoriel Beontient le vecteur N .

el

Donc le plus souvent pour démontrer deie: &, on montre quédg € F .

Cours de mathématiques - ECS1 - Catherine Laidebeure - Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy - 2011



Espaces Vectoriels -5- ECS1

Exemple 1 : Montrer queF = {(x, y)eR?/y= 3x} est un sous-espace vectorielRIe.
F + & car 0= (0,0) vérifie 0= 3x 0, donc appartient B.

Soientu = (x,y) etv=(x',y") deux vecteurs dé. Donc y = 3x et y'=3x'.
au+Vv=(ax+x,ay+y)=(X,Y)etY=ay+y' =a(3x)+ (3x")= 3ax+x )= 3X.
Donc Vo eR V(u,v)e F? au+veF.

DoncF est un sous-espace vectorielRie.

Exemple 2 : Montrer que 'ensemblE est un sous-espace vectorielde R*™ R ., )
F={f e. /R ,R)/Iab)eR> WxeR" f(x)=a+bVx].

F = & car la fonction nulle appartienta(a =b = 0).

Soientf etg deux fonctions d€ : VxeR"™ f(x)=a+ byx et g(x) = a+b'v/x.
Donc : vx eR* af (x) + g(X) = a(a+bvx) + @'+ b'vx).

Donc : vx eR* af (x)+ g(X) = (ca+a’) + (ab+b)Vx = A+ BJx.

Donc Va eR V(f,g)e F? af +geF.

DoncF est un sous-espace vectorielde R™ R ., )

2) Autres exemples fondamentaux
Exemple 4: K[X] ensemble de tous les polyndmes a coefficients otet®mplexes.

Théoreme L’ensemble K[X] des polyndmes a coefficients daksest un espac

vectoriel surK lorsqu’il est muni de I'addition des polyndmes et de la multiplication
des polynémes par un élémentkde

Démonstration On montre que I'ensemble des polyndnkgsX] est un sous-espace

de l'espace vectoriel/ (K, K).

« K[X] est une partie non vide de I'espace vectorie(K,K) (polynéme nul).

« K[X] est stable par addition : la somme de deux polysGseun polynéme.

« K[X] est stable par multiplication par un élémentkdesi P est un polynéme,
oP est aussi un polynéme.

Exemple 5: K,[X] ensemble de tous les polynémes a coefficients dieldegre

inférieur ou égal a.

Théoreme L'ensemble K, [X] des polynbmes de degré inférieur ou égal & a

coefficients dan¥ est un espace vectoriel sirlorsqu’il est muni de I'addition des
polyndmes et de la multiplication des polyndmesypeélément d&.

Démonstration On montre que 'ensemble des polynonkeg X] est un sous-espace
de l'espace vectoriek[ X] .
. K,[X] est une partie non vide de I'espace vectdfieX] (polynéme nul).
. K,[X] est stable par additioncd® (P + Q)< Max(d°P,d°Q) <n.
. K,[X] est stable par multiplication par un éléemenkded®(aP)=d°P si o= 0
et d°(aP)=— si a=0. Donc dans tous les ca§(a.P) <n.

3) Propriétés des sous-espaces vectoriels
Soit E un espace vectoriel.

Théoreme Tout sous-espace vectorielBeontient le vecteur nudg .

Et F = {Og | vérifie la définition d’un sous espace.
Un sous-espace peut ou non contenir d’autres vecteurs, voire méme tous les vecteurs.
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Tout espace vectoridf posséde au moins deux sous-espaces vectd@igls et E
(éventuellement confondus).

\ Théoreme Toute intersection de sous-espaces vectorielsnesbus espace vectoriej.
Démonstration Soit (F;),., une famille (finie ou infinie) de sous espaces vectoriels

deEetF = ﬂ F, . Montrons qué- est un sous-espace Be
iel
. Tout d'abord,0g appartient a tous lels; puisque ce sont des sous espaces. Donc
O appartient &. DoncF n’est pas vide.

. Soit aeK et (uv)eF2. Donc le vecteuru appartient aF =ﬂFi. Donc
iel
Viel ueF. De mémeViel veF. Or pour toutiel, F est un sous-
espace d&. DoncViel au+veF.Doncau+veF.
Donc F = ﬂ F, est un sous-espace vectorieEle
ConséguelrellceL’intersection de deux ou plusieurs sous-espaeetriels n’est jamais
vide. La plus petite intersection €€k |} .
Exemple : On peut remarquer que quels que soient les ediset c, 'ensemble
F= {(x, y,2) eR3/ax+by+cz= 0} est un sous-espace vectorielRi2.
Donc lensemble des solutions d'un systeme d'équations linéaires homogénes
X—2y+4z=0
{ X+2y+3z=0
Par contre, la réunion de deux sous-espaces vectdfjelst F, de E n’est pas un

sous-espace vectoriel &e
On peut penser a la réunion de deux droites vectorielles distinctes : la somme d’'un
vecteur de I'une et d’'un vecteur de l'autre n’appartient ni a 'une ni a l'autre.

On définit donc le plus petit sous-espace vectdfigdontenantF; et F,. Il doit
contenir au moins toutes les sommes d’'un élémerf det d'un élément dd-,. On
montre que cela suffit : on obtient ainsi un sous-espace vectoriel.

Théoreme Si F; et F, sont deux sous-espaces vectoriels Elel'ensemble
F ={u; +u, /u, € F, etu, e F,} est un sous-espace vectorielElappelé somme des
deux sous-espacds et F, et est notéF = F, + F,. C'est le plus petit sous-espace
vectoriel contenanfF; et F,.

Démonstration
. Tout d'abord,0g appartient &; et a F, puisque ce sont des sous espaces. Donc
Oc = Og + O appartient &. DoncF n’est pas vide.

, par exemple, est un sous-espace vectori® He

. Soit aeK et (u,v) e F2. Le vecteum appartient aF = F, + F,. Donc il existe
u € F etu, e F, tels queu=u; +u,. De méme il existe, € F; et v, € F, tels
quev=\v;+V,.

Donc au+V=o(U +U,)+ (V; +V,) = (au;+ V) + (au,+V ).
Or F, et F, sont des sous-espaces vectoriels.
Doncoy +Vv, € F; etou, +Vv, e F,. Doncau+veF .

Donc F = F; + F, est un sous-espace vectorielEle
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On peut remarquer que tout vecteude F = F, +F, s’écritu=u; +u, avecuy, €
et u, e F,, mais que cette écriture n'est pas toujours uniquevesk NF,, le
vecteuru s'écrit aussu = (U; +V) + (U, —v) avec(u; +Vv) e Fy et (u, —v) e Fs.

Donc pour avoir une décomposition unique, il faut Gyen F, = {0 }.

Définition : La somme des deux sous-espaces vectdfielst F, de E est directe $
F,nF, ={0c}. Elle est alors notéeF =F, ® F,.

C’est le cas par exemple de deux droites vectesigistinctes.

Théoreme Si la somme des deux sous-espaces vectdfiekst F, est directe, tou
vecteur deF = F; ® F, se décompose de maniere uniqgue comme somme d’un vecteur
de F; et d'un vecteur dé=, : Yue F  J(u;,u) e FyxF, u=u;+u,.

En particulier :u; +u, =0g < u; =0 e u, =0¢.

Démonstration On commence par démontrer le cas particulier.

Il est évident que 8i; =0 et u, =0g, alorsu; +u, = 0.

Réciproquement, 8i; +u, =0, alorsu, =-u; = (-)u,. Doncu, € F;.

Oru, e F,. Doncu, € F; N F,. Doncu, =0g, et doncu; = 0.

Ensuite, pour démontrer l'unicité de la décomposition, on suppose qu’un vacteur
possede deux déecompositionsu=u;+u, =uU"1+uU', avec (u;,u,)eFxF, et
(u'y,uy)eF xF,. On a donc:(;—uy)+@Uu,—-u,)=0g avec u;—u ek et
u,—u',eF, car F;, et F, sont des sous-espaces vectoriels. Donc d'aprés ce qui
précédeu; —u'y=0g etu, —u',=0g. Doncu; =u'y etu, =U'5.

Définition : Deux sous-espaces vectoriefs et F, sont supplémentaires si leur
somme est directe et égaleaE=F @ F,.
D’aprés ce qui précéde, alors tout vecteurbdse décompose de maniére unique
comme somme d’un vecteur & et d’'un vecteur dé-,

C’est le cas par exemple de deux droites vectorielles distinctes du plan : tout vecteur
du plan est somme unique d’'un vecteur de chacune des droites.
Mais on peut sur cet exemple voir gu'il N’y a pas unicité du supplémentaire.

Théoréme La sommeFy +...+F, ={u +..4+u, /u € F,....u, € F,} de n sous-
espaces vectoriels deest un sous-espace vectorielle

Ce théoreme se démontre par récurrence.

On dira que cette somme est directe si tout vectelerla somme- = F; ©...® F,, se
décompose de maniere uniquelea u; +...+U, avecu; € F; pour touti.

Mais la caractérisation de la somme direEte- F, ® F, par F; nF, = {0c} ne se
généralise pasmsous-espaces vectoriels.

1l — Familles de vecteurs

L’enjeu est d’essayer d’exprimer tous les vecteurs d’'un espace vectoriel ou d’'un sous-
espace vectoriel en fonction d’'un petit nombre de vecteurs.

1) Combinaisons linéaires

Définition : Un vecteuru d’'un espace vectorieE est combinaison linéaire de
vecteursu, ..., U, deE s'il existe des éléments, ..., a,, deKtels que :

u =(X1U1+...+(Xnun.

Exemple : SoitP le polyndme défini par ¥x eR  P(x) = 3x* + 2x + 1.
P est combinaison linéaire des polyndmes-> x?, X+ x et x> 1.
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Mais on peut remarquer que 'on a aussiceR P(X) = 2x% + (x+1).

DoncP est aussi combinaison linéaire des polyndmess x> et x > (x+1)°.

On a ainsi une infinité de décompositions.

Théoréme Si uy, ..., u, sontn vecteurs d’'un espace vectorlgl 'ensemble des

combinaisons linéaires de aesecteurs est un sous espace vectorié dppelé sous
espace engendré par cegcteurs. On le note :

Vect< uy,...U, >= {u e E/R@...000) R U=oqly +...+ anun}.
Démonstration On commence par examiner le cas d'un vecteuD’apres la
définition : Vect<u>={ve E/JaeR v=au}.

Siu=0g, alors :Vect< u >= {0g } qui est un sous-espace vectoriel,

Si u#0g, alors, d'une partOz € Vect<u> (en prenanta= J et pour tous les
vecteursv=ou etv'=a'u et tous les réeld et pu, on aiv+puv'= (Ao +pa')u, qui
appartient aVect<u> . Donc Vect<u> est un sous-espace vectorielle

\°&J

Définition: Si u=#0g, le sous-espaceVect<u>={veE/dJoeR v=oau} est
appelée droite vectorielle engendrée par le vecteur

Dans le cas géneraMect<uy,...,u, >=Vect<u; > +..+ Vect<u, >.

C’est un sous-espace vectorielEleomme somme de sous-espaces vectoriels de

2) Familles génératrices

Définition : Une familleuy, ..., u, de vecteurs d’un sous-espace vectdfiglst une
famille génératrice d& si Vect<u,...,u, >=F, c’'est-a-dire si tout vecteur deest
combinaison linéaire day, ..., u,,.

Le sous-espace vectoriekonsidéré peut éventuellement é&tre

Exemple: F = {(x, Y,2) € R3/ 2+ y-z= O} est un sous-espace vectorielRf2.
Tout vecteur d& s’écrit :u=(x,y,z)= (X,y,2x+ 3y )=x(1,0,2}r y (0,1,=

Les vecteuray, =(1,0,2) et u, =(0,1,3) appartiennent & et tout vecteur d& est
combinaison linéaire dei, et u,. Donc les vecteursy =(1,0,2) et u, =(0,1,3)
forment une famille génératrice He

On peut remarquer qu’il N’y a pas unicité. Par exemple, I'équadion3y—-z=0

e . 2 1 3 1 S
sécrit aussry=—§x+§z ou X=—_y+>z. Donc les vecteurs dE s’écrivent

aussi :u=x 1,—3,0 +2Z O,—1 A1 ouu=y —§,1,0 +Z 1,0,1}.
3 3 2 2

Donc us =(1,—§, j et u, =(O%,lj d’'une part, us =(—§,1,0j et Ug =(%,O,1J

d’autre part, forment deux autres familles génératricds de

Propriétés SoitF un sous-espace vectoriel de I'espace vecthriel

1) Toute famille de vecteurs de contenant une famille génératrice Beest elle-
méme une famille génératrice He

2) Sitous les vecteursy, ..., u, d'une famille génératrice dé sont combinaisons

linéaires dek vecteursvy, ..., v, deF, alors les vecteurs,, ..., v, forment une

famille génératrice dE.
Démonstration La premiére est évidente. En effet, si I'on régodes vecteurs a la
famille génératrice, il suffit de leur attribuer des coefficients nuls.
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k
Pour la deuxieme, supposons qué e {1...,n} U = ZM,]V; . Alors tout vecteuu
j=1

k k
deF S’écrit:uziaiui Ziai Zki,jvj ZZ iaiki,j Vj .
i=1 i=1 j=1

j=1\i=1
Toute combinaison linéaire de combinaisons linéairesvge ..., v, est une
combinaison linéaire deg, ..., v,.

En particulier, siug, ..., u, est une famille génératrice &eet siu, est combinaison
linéaire deuy, ..., u,_4, alorsuy, ..., u,_; est une famille génératrice ge

On a donc intérét a minimiser les familles génératrices en éliminant les vecteurs qui
sont combinaisons linéaires des autres : on est donc amené a étudier la dépendance
linéaire des familles de vecteurs.

3) Familles libres ou liées
Dans le cas précédent, il y a existence de coefficients, mais pas toujours unicité.
Exemple: u; =(1,0), u, =(0,1) et u; = (1,1) forment une famille génératrice &® .

XYy + Y 20, + 22 Y, et de
2 2 2

Tout vecteuru s’écrit: u=(X,y)= Xt + YU, =

bien d’autres fagons encore.

Le probléme est donc celui de l'unicité des coefficients.

En particulier, il faut tout d’abord que l'unicité soit vraie pour le vecteur nul. Comme
on sait queQ + ..+ O0u,, = O, il faut que ce soit 'unique décomposition.

Définition : Une familleu,, ..., u,, de vecteurs d’'un espace vectoBedst une famille
libre deE si toute combinaison linéaire nulle dg, ..., u,, a tous ses coefficients,
., o, nulstoaqu +...4a,U, =0g <oy =...=a, =0.

On dit aussi que les vecteuwss, ..., u, sont linéairement indépendants.

Exemple : DansR2, on considére la famille de vectewss= (1,-1,2) etu, =(2,1,3).
Pour étudier la dépendance linéaire de ces deux vecteurs, onagseiu, = 0.
a+2B=0
o + pu, =0z équivauta+ Bra+p 20+ P)= (000),donca 3—a+p=0.
2o0+3P=0
On obtient un systéme qui admet au moins la solut{@®,0). Le probléeme est
=0
d’examiner s’il en admet d’autres. Ici, le systeme équivawi@=f , donc n'a pour
50.=0

solution quea. =B =0. Doncu, = (1,—-1,2) etu, =(2,1,3) est une famille libre de3.

Propriétés des familles libres
1) Toute famille de vecteurs decontenue dans une famille libre Beest elle-méme
une famille libre dee.

2) Les vecteursyy, ..., u, forment une famille libre d& si et seulement si tout
vecteur deVect<u,,...,u, > s’écrit comme combinaison linéaire de, ..., u,
avec des coefficients uniques.
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Démonstration La premiere est évidente car toute combinaisedalie deuy, ..., uy

est une combinaison linéaire de, ..., u, U4, ..., U, (avec des coefficients nuls

pour Ug,q, ..., U,). Si ug, ..., u, est libre, tous les coefficients sont nuls, en
particulier ceux dey, ..., Uy .

La deuxieme se démontre en deux parties.

Dans le sens direct, on connait I'existence de la décomposition, donc le probléme est
lunicité. Elle se démontre par l'absurde: on suppose qu'un vecteur de
Vect<ug,...,u, > ait deux decompositionst= otqUy +...+ o yUpy =Bl + ...+ B U, -

Donc (o 1—Bi Wy +...+ (@ —B,)U, =0g. Donc, puisque la famille est libre, tous les
coefficients sont nuls. Dong; =B, ..., a, =B,. Il y a unicité.

La réciproque est évidente. Puisgu’il y a unicité, pour le vecteur nul, il n'y a que la
décomposition avec les coefficients nuls.

Définition : Une familleu, ..., u,, de vecteurs d’'un espace vectoBedst une famille
liee deE si ce n'est pas une famille libre, donc s'il existe des coefficiepts.., a,
non tous nuls tels que u; +...+ o U, = Of.

Exemple : DansR?, on considére la famille de vectewss= (1,-1,2), u, =(2,1,3) et
u; =(1,5,0). Pour étudier la dépendance linéaire de ces trois vecteurs, on résout
ol + Bu, +yug =0 qui équivaut ad+ B+y~a+pB+ 5,20+ P )= (000).

oa+2P+y=0
On obtient le systeme<s—a +p+ 5y =0 qui admet au moins la solutio(0,00). Le
2o0+3P=0
probleme est d’examiner s’il en admet d’autres.
y=-a-28 y=-a-2B B=—2q
Il équivaut a :s— 6o — P =0, donc &3— 3(2o + 3P) =0, donc a 13
2o+3P=0 200+3P =0 Y=§0L
oa=3
Ce systéme admet des solutions non nulles comme par ex le2.

Donc il existe au moins une combinaison linéaire nulle avec des coefficients non tous
nuls, par exemple3u, — 2u, +uz = O .

Donc la familley; = (1,-1,2), u, =(2,1,3) et u; = (1,5,0) est une famille lice de3.

Propriétés des familles liées
1) Une famille de vecteurs dE est une famille liee si et seulement si 'un des
vecteurs est combinaison linéaire des autres.
2) Toute famille de vecteurs decontenant une famille liée deest elle-méme unge
famille liée deE.
3) Toute famille de vecteurs decontenantOg est liee.
4) Une famille de deux vecteurs est liée si et seulement si ils sont colinéaires.
Démonstration La premiére est évidente car la famille est liéet Seulement si 'un
des coefficients de la combinaison linéaire nulle est non nul. Donc en divisant par ce
coefficient, on exprime un des vecteurs en fonction des autres.
1

Dans I'exemple u; = -3u; + 2u,, U, = guﬁéus ety = %Uz _§u3'
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Parfois, c’est le cas de plusieurs vecteurs (pas ici).
La deuxieme est évidente avec le premier critére, puisqu’un des vecteurs de la petite
famille est combinaison linéaire des autres, donc des vecteurs de la grande famille.
Cas particuliers

Une famille (u) est libre si et seulement iz O .

Une famille (u,v) est libre si et seulementisetv ne sont pas colinéaires.

La premiére découle dextu =0 < a=00uu= Q.

a=0 B=0
La deuxiéme découle dexu+pv =0 < u=—Ev0u ve %y oua=p=C.
a p
4) Bases d’'un espace vectoriel
Définition: Une famille uy, ..., u, de vecteurs d'un sous-espace vectoFe|

(éventuellemenkE) est une base desi elle est a la fois libre et génératriceFde
Le sous-espace vectorlelconsidéré peut éventuellement &tre

Exemple: La famille u, =(1,-1), u,=(2,1) est une famille libre deR?
oa+2P=0
-a+B=0

a=0

B=0

De plus, c’est une famille génératrice BE car tout vecteumu = (x,y) de R? est
combinaison linéaire de, etu, :

car au, +.fu, = 0 équivaut 8 , donc é{

o X—2y
2B = o +2y= =
P X,donca ey X,donca 3
B=a+y B=§i¥
3

o
u= +.pu, équivaut 3
au +pu, €q %—a+ﬁ=y

Donc la familley, = (1,-1), u, = (2,1) est une base dR?.

Théoreme Les vecteursu, ..., u, forment une base de si et seulement si tout
vecteur de- s’écrit comme combinaison linéaire dg, ..., u,, avec des coefficients
uniques :vue F 3 ay,...,a,) e K" U=oyu +...+ o U,.

C’est évident, étant données les propriétés dedldanibres et génératrices.
Définition : Les scalairesq, ..., o, S'appellent les coordonnées du vectedans la|
base(uy ...,u, )

On vérifie facilement que si et v ont pour coordonnéesyy( ,a,, ot B;,...5,)
dans la base uf{ ,u, ,) alors le vecteur Au+pv a pour coordonnées
(Aovq + uPy,...,Aa, +1P,) dans cette base.

Bien s0r, un espace vectoriel peut posséder plusieurs bases. Par exempﬂ@ dans
g =(1,0) ete, =(0,1) est aussi une base.
|V — Espaces vectoriels de dimension finie
1) Définition
L'espace vectorieK;[ X] est 'ensemble des polyndmes de degré inférieutgall a
3, donc tels qu'il existe(a,b,c,d)e K tels que P =a+bX +cX?+dX23. Donc il

admet comme famille génératri¢e X , X2 ,X3) ot X¥ est : x> x¥.
De maniére évidente, c’est la méme chose qliX] quelque soih.
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Mais dansK[X], toute famille génératrice doit engendrer au mdiXs),_n ce qui
n'est pas possible avec une famille finie. Pourtant tous les polynémes sont visiblement
combinaison linéaire déX"),.n . On étend donc la définition.

Définition : Une famille (u, ),., est génératrice d’'un espace vectdsesi tout vecteur

u deE est combinaison linéaire des vecte(s),, , ce qui signifie quai = Zakuk
kel

ol (o )y €st une famille de scalaires a support fifk e 1 /o, # 0} est fini.

Certains ensembles ne possedent pas du tout desfg@iératrice ./ (R,R).
Définition : Un espace vectori@ est « de-dimension-finie » s’il posséde une famille
génératrice finie.

Exemples : K,[X] est un espace vectoriel « de-dimension-finie » pasK|[X] .

L'espaceE = {0} est « de-dimension-finie » c40:} est génératrice.

Remarque On montrera plus tard que tout sous-espace \ekctbun espace « de-
dimension-finie » est « de-dimension-finie ».

Remarque Un espace vectoriel « de-dimension-finie » possehe infinité de
familles génératrices finies car il suffit de rajouter un nombre fini de vecteurs. C'est
donc impossible de les comparer. On va comparer les bases.

Théoréme d'existence de bas€out espace vectori@ non réduit a{Og} et « de-
dimension-finie » posséde une base.
Démonstration On considére un espace vectoiiek {Og} et « de dimension finie »,

donc de famille génératric& = (,,...,u,) . PuisqueE = {Og }, il existe au moins un
des vecteurs qui est non nul, donc il y a au moins une familleLlibomtenue danG.
Notons ~ Il'ensemble de toutes les familles libres contendass G. Donc
'ensemble {CardL/L e /| est une partie d& non vide et majorée par. Elle

posséde donc un plus grand élénient
Il existe donc une famille libré contenue dan& et de cardinak. En changeant

éventuellement l'ordre des vecteurs, on peut direlqudu,,...,u, ).

Si k =n, alorsL est libre et génératrice, donc c’est une base.

Si k<n, commeL est la plus grande famille libre, les famillgs,...,u, ,u; ) avec

j >k sont liées. Donc il existe des scalaifes;,...,o ,o.; ) hon tous nuls tels que
ol +...+ oy U +au; =0,

Sion avaita; =0, alors oyt +...+ oy Uy = G, doncay =...= oy = 0 puisquel est
libre, ce qui n’est pas possible puisque les scalaires sont non tous nuls.

0Ly Oy
—U — ..Uy -
aj aj

Donc les vecteurs, .4, ..., U, sont tous combinaisons linéaireswe ..., u, .

Or tout vecteur d& est combinaison de,, ..., u,, donc dey, ..., U,.

DoncL est libre et génératrice, donc c’est une base.

Théoreme Si un espace vectoridt possede une base de vecteurs (n>1),
alors toute famille d¢n+1) vecteurs est liée.

Démonstration On raisonne par récurrence forte.

Donc o # 0 et doncuj =—

considere une famille de 2 vecteytg,u,) . Doncu, = ae etu, =fe.
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Sia=0ouP=0, lafamille est liée car elle contie@t . Sinon,pu, —au, =0 avec
o et non nuls, donc la famille est liee.
Hérédité: On suppose la propriété vraie jusqie-1).
On suppose qu& possede une basB= (,...,.e,) et on considére une famille de
(n+1) vecteurs de&E: (uy,...,U,, ). Par définition de la base, il existe des scalaires
(04 j )1<i<n+1 UNIQUes tels que Vi e [Ln+1] u, = Zn:aiyjej :

Kj<n j=1
SiVie[ln+1 a,,=0,alorsy, ...,u, sont combinaisons linéaires de,,....&, ;).
Dans l'espaceF = Vect<g,...8, 1 >, la famille (g,...,6, ;) est géneératrice et libre
(extraite d’'une famille libre), donc c’est une base (@e-1) vecteurs. Donc en
appliquant I'nypothese de récurrence, la fam{llg, ...,u, ) est liée ainsi que la famille
(Uy,...,U,,1) Qui la contient.
Sinon, Jie[Ln+1] «;, #0. En changeant éventuellement l'ordre des vecteurs,

i,n

peut supposet.,,;, # 0. On pose Vi e[Ln] v, =y, —a—’u

o n+l,n

n+l-*

Donc :

n n n
. O(‘i,n ai,n
Vie[Ln] v, =u =) a; € - ( O‘nmejJ = Z[“i,j - Cnigj 8-
j=1

j=1 0LnJr],n j=1 an+],n

Le coefficient dee, est nul. Donc par un raisonnement analogue au régegent
dansF =Vect<eg,...8,_; >, la famille (v, ...,v, ) est liée.

n

Donc il existe des scalairg,,...,A, ) non tous nuls tels queZkivi =0Og.
i=1

0Li,n

Donc : Zn:kiui - [Zn:ki
i=1 i=1

(Uy,...,u,,1) dont les coefficients ne sont pas tous nuls(gay...,A,, )= (O,...,0.
Donc la famille(y,...,u,,;) est liee.

Junﬂ:OE. C’est une combinaison linéaire nulle de

a n+l,n

Conséquence Toutes les bases d'un espace vectoriel « de-digetfinie » ont e
méme nombre de vecteurs.

Démonstration Soient(e, ....&,) et (,...,u, ) deux bases dé.

Si p>n, alors (u,...,u;) contient (u,...,u,,;) qui est liee d'aprés le théoreme
précédent. Dongu,,...,u, ) serait liée, ce qui est faux.
S p<n, alors (g,...6,) contient (g,....e,,;) qui est liée d'apres le théoreme

précedent. Donge,,...,e, ) serait liee, ce qui est faux.
Donc p=n. Les deux bases ont le méme nombre de vecteurs.

Définition : Si un espace vectoriglnon réduit {0z} est « de-dimension-finie », gn

appelle dimension dg le cardinal de toutes ses bases. Par conventjdm{:OE} = 0.
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2) Exemples fondamentaux

n

Tout vecteur deK" s'écrit de maniére unique u=(x;,...,X,)= Z)gq avec
i=1

e =(0,...,0,1,0,...,Cou le 1 est eif™ position. Donc(e,, ..., ) est une base de&".

Théoréme L’espace vectorieK" a pour dimension. Sa base canonique est la base
(&,...6,) avece =(0,...,0,1,0,...,C, ou le 1 est eif"®position.

Tout polyn6me appartenantky, [ X], donc de degré inférieur ou égal,gpossede des

n
coefficients uniques P = > a, X* ot X* est le polyndmex — x*.
k=0

Théoreme L’espace vectorieK,[X] a pour dimensionn+1). Sa base canoniqye
est la basd1, X,....X" ).

L'espace vectoriek = .~/ (D,K) ne possede pas de dimension.
Par contre, par analogie, on peut dire que I'espace vectd[i¥] est de dimension

infinie avec une base « infinie ¢X*),_x . Mais le programme ne concerne que les

espaces de dimension finie.

Toute matriceAe . 7, ,(K) est caractérisée par ses éléments uniques (a, ;) et

peut donc s'écrire de maniére uniqua=> a E ; ol E ; est la matrice dont tous
N

les termes sont nuls sauf le terme de la ligetede la colonngqui vaut 1.

Théoreme L'espace vectoriel 7, ,(K) a pour dimensionp. Sa base canonique est

a
base(E ;), ou E ; est la matrice dont tous les termes sont nuls sauf le terme| de la
lignei et de la colonngqui vaut 1.

3) Propriétés des espaces vectoriels de dimension

Propriétés des familles libredDans un espace vectoriel de dimengionl :
- Toute famille libre a au plus vecteurs.
- Toute famille libre den vecteurs est une base.
- Toute famille libre peut étre complétée en une base (Théoréme de la base ingomplete
Démonstration
. Toute famille de plus de vecteurs contient une famille da+1) vecteurs qui est
liée. Donc elle est liée. Donc les familles libres ont aumphecteurs.
« Soit (ig,...u, ) une famille libre de vecteurs @ieet F = Vect<u,...,u,, > .

Soit u un vecteur dé&. La famille ¢, ,...u, u) contient (n+1) vecteurs, donc est

lite. Donc il existe des coefficients non tous nuls tels que:
()(,1U1+...+ O(,nun +ou =OE'
Sia=0,0naoqu+...+0,U,=0g, donca, =...=a, =0 car ¢;,...u, ) est
libre. Donc tous les coefficients seraient nuls, ce qui est exclus. @enc. 0

o (04 . . ..
Donc u=——2u, —...——"u,. Donc tout vecteun de E est combinaison linéaire

(04 (04

de la famille ; ,..4, ) qui est donc geénératrice. C’est donc une base puisqu’elle
est libre et génératrice.
. Soit {Uy,...,up) une famille libre de vecteurs & Donc p<n.

Si p=n, d'apres le théoreme préceéde(t,...,u,) est une base de
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Si p<n, (Uy,...,u,) n'est pas une base de (il faudrait n vecteurs), et donc
Fo =Vect<uy,..,u, > n'est pas égal & Donc il existe un vecteun, ; qui
appartient &, mais pas &.

SioyUy +...+ oy +op U, =0 etsia,, #0,alorsu,,, serait combinaison
linéaire dey,...,u,), donc appartiendrait &, ce qui est exclus. Dong,, ; =0.
Or (y,....u,) est libre doncoy =...=a, =0. Donc la famille Uy,....u,,up.4)
est libre.

Si p+1=n, d'apres le théoreme précédefy,....u,,up,;) est une base de

Si p+1<n, (Uy,...,Upy) N'est pas une base &l faudraitn vecteurs), et donc
F; =Vect<uy,...,up,; > nest pas égal & Donc il existe un vecteun, , qui
appartient &, mais pas & . Donc la famille {4y ,...,up,Up,4,Up,2) est libre.

Et on recommence jusqu’a ce qu’'onraikecteurs. On obtient alors une basdéede
en rajoutant(n— p) vecteurs.

Propriétés des familles génératricd3ans un espace vectoriel de dimengionl :
- de toute famille génératrice finie on peut extraire une base.

- toute famille génératrice a au moimsecteurs.

- toute famille génératrice devecteurs est une base.

Démonstration

. Soit G= (y,...,u;) une famille géneratrice dE. Il s’agit de montrer qu'elle
contient une base. C’est exactement la méme démonstration que pour le théoréme
d’existence de base.

. Dans l'espace de dimension cette base a vecteurs. Donan < p. Donc toute
famille génératrice a au moinssecteurs.

. Enfin, si p=n, la base extraite est la famille elle-méme. D@rest une base.

Propriétés des sous-espaces vectoriblns un espace vectoriete dimensiom>1 :

- Tout sous-espace vectoriekest de dimension finie @imF < dimE.

- Un sous-espace vectorkelest égal & si et seulement glimF = dimE.

- Tout sous-espace vectoriel Badmet un sous-espace vectoriel supplémentaire

- Si F etG sont deux sous-espaces vectorielE@wec F — G, alorsdimF < dimG
et 'on a I'équivalenced= =G < dimF = dimG.

- S F et G sont deux sous-espaces vectoriels & alors on a
dim(F + G) = dimF + dimG — dimfF N G).

- Deux sous-espaces vectori€l®t G sont supplémentaires daBssi et seulement i
FNG={0g} etdimF + dimG = dimE.

- Deux sous-espaces vectorielet G sont supplémentaires daBssi et seulement $
E=F+G etdimF + dimG = dimE.

Démonstration

. Soit F un sous-espace vectorielBe
Si F ={0g}, alorsF est de dimension finiedimF = 0, et doncdimF < dimE.

Sinon, F contient au moins un vecteur non auét donc une famille libréu) .

Donc 'ensemble’s des familles libres contenues d&nsst non vide.

Donc {CardL/L € ~/ } est une partie d§ non vide et majorée par=dimE car
toute famille de plus de vecteurs est liée. Elle a donc un plus grand élément
p<n. DoncF a une famille libreL =(e,,....e,) et pour toutue F, la famille
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(&,.-.,8, ,u) est liée. Donc, toujours avec le méme raisonnerteutt vecteuu de

F est combinaison linéaire des vecteurd dBoncL est génératrice de. DoncF
a une famille génératrice finie, donc est « de dimension finie ». Dé @sslibre
et génératrice. C'est donc une base.p3rn. DoncdimF < dimE.

« Si p=n, L estune famille libre da vecteurs dang, donc une base d& Donc
F = E. Laréciprogue est évidente.

- Soit F un sous-espace vectoriel Bell possede une badgg,,....e,) qui est une
famille libore deE, donc qui peut étre complétée en une bas& @m ajoutant
(n—p) vecteurs(e,,;,....6,). Soit G=Vect<e,,...& >.

Tout vecteur deE est combinaison linéaire dég,....,), donc somme d'un
vecteur de- et d'un vecteur d&. DoncE=F +G.

Soit ue FNG. Donc u=0,6 +...+ 0 €, =0 p1€5,1 +...+ 0,6 On a donc:
08+t €y — Oy €h — .. — &, = Og. Or (g, ...,6,) est une base de E, donc

est libre. Donc :a, =...=a, = 0. Doncu=0g. Donc F "G ={0g}. DoncF et

G sont supplémentaires. On remarque qdienF + dimG = dimE .

. Si F etG sont deux sous-espaces vectoriel&@wec F — G, alorsF est un sous-
espace vectoriel d8. Donc on applique les propriétés 1 et 2.

. SoientF et G deux sous-espaces vectorielsEdAlors F NG est un sous-espace
vectoriel deF et deG. Il admet donc un supplémentaife’ dansF et un
supplémentairés' dansG. Et, d’aprés la remarque précédente, on a les relations :
dimF =dimF % dimF nG) etdimG = dimG %+ dimF N G).

Soit B, une base d& ', B, une base dé& NG et B, une base d&'.
Tout vecteur dd= est combinaison linéaire dB, U B, et tout vecteur d& est
combinaison linéaire d&, U B,. Donc B, U B, U B, est une famille génératrice

de F +G. Montrons qu’elle est libre.
Supposons qués, = ,,...,.6,), B, = €,,,,-,€;) €t B; = €,,1,--.€,) -

m q m
Si kziakq( =0 , alors :kziockq( = —kzlakeK . Donc un vecteur dE est égal a

un vecteur dé5'. Il appartient donc & NG et aG'. Donc c’estO .

q
Donc : ) o, 8 = i o8 = 0.

k=1 k=g+1

q p q
Puisque> a8 =0g, alors : ) o, 8 =— > o,8§ . Donc un vecteur d& " est
k=1 k=1 k=p+l

égal a un vecteur d& N G. Donc c’estO.

p q m
Donc:) o8 = > o8 = D, o8 =0g.

k=1 k=p+1 k=g+1
Donc a; =...= a,,, = 0 puisqueB,, B, et B, sont libres.
Donc B, U B, U B, est libre. Donc c’est une base BerG.

Donc
dim(F +G)=dimF % dimF nG)+ dimG '= dimF + dinG- dimfF NG .

. FNG={0g} etdimF +dimG = dimE équivaut aF "G ={0g} et F+G=E
car dim(F + G) = dimE, donc & et G supplémentaires.
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. E=F+G etdimF +dimG = dimE équivaut &F NnG={0z} et F+G=E car
dim(F nG) = 0, donc & et G supplémentaires.

Définitions: Dans un espace vectoriede dimensiom>1 :

- Un sous-espace vectoriel de dimension 1 s’appelle une droite vectorielle.
- Un sous-espace vectoriel de dimension 2 s’appelle un plan vectoriel.

- Un sous-espace vectoriel de dimensfar-1) s’appelle un hyperplan.

Dans un espace vectoriel de dimension 2, les hygressont des droites vectorielles.
Dans un espace vectoriel de dimension 3, les hyperplans sont des plans vectoriels.
Définition : Dans un espace vectorielde dimensiom, on appelle rang de la famille
Uy,...,u,) de vecteurs deE la dimension du sous-espace vectoriel engenhdré

Vect< ug,...,u

> .

p

Donc, siE est un espace vectoriel de dimenswaone famille de vecteurs @eest une
famille génératrice dE si et seulement si elle est de ramng
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