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SUITES NUMERIQUES

| — Suites numérigues usuelles
Dans tous les théorémes, pour ne pas surcharger les notations, les suites seront définies
sur N, mais dans les exemples, elles seront parfois déBnie® *. Dans le cas des
suites arithmétiques et géomeétriques, les deux expressions du terme général sont
données. Et comme les autres suites les utilisent, la transposition se fera facilement.

1) Rappels sur les suites arithmétiques

Définition: Une suite , ) est arithmétique s’il existe un rédd tel que:
vneN u,, =u,+b. Leréelbest laraison de la suite arithmétique.

Le réelb ne dépend pas de Les suites arithmétiques sont donc caractérisées par le
fait que la différence de deux termes consécutifs est constante.
En raisonnant par récurrence, on démontre le théoreme suivant :

Théoreme Si la suite (,, )est arithmétique de raisdmalors :

« dile premier terme edl,, alors :vneN u, =ug+nb.

« dile premier terme ed;, alors :vVneN* u, =u; + (n-1)b.

Plus généralement, pour tous les entiegsp, on a :u, =u, +(n— p)b.

En effet :u, =up +nb etu, =uq + pb, doncu, —u, =(n—p)b.

Cette formule permet de retrouver les deux expressions du terme général données
précédemment.

2) Rappels sur les suites géométrigues

Elles sont analogues aux suites arithmétiques en remplacant laddition par la
multiplication.

Définition: Une suite (, ) est géométrique s'’il existe un réal=0 tel que:
vneN u,,4 =au,. Le réelaest la raison de la suite géométrique.

Le réela ne dépend pas de Les suites géométriques sont donc caractérisées par le
fait que le quotient de deux termes consécutifs est constant (dans le cas ou les termes
de la suite sont non nuls).

En raisonnant par récurrence, on démontre le théoreme suivant :

Théoreme Si la suite §,, )est géomeétrique de raisanalors :

. sile premier terme esty, alors :vneN u, =a"ug.
. sile premier terme esty, alors :VneN* u,, =a"u;.

Plus généralement, pour tous les entieesp, on a :u, =a" Puy

u a _
En effet :u, =a"ug etu, =aPuy, donc—-= =—=a"P,
u, aPu, aP

Le calcul est analogue si le premier termeugst

3) Suites arithmético-géométrigues

Ces deux types de suites permettent d’étudier un cas un peu plus général que I'on
rencontre souvent en probabilités :

Définition : Une suite |, )est arithmético-géométrique s'il existe des réelst b
(a=0)tels que :vneN u,,4=au,+b.
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Les réelsa etb sont constants (indépendantsnjle

Si a=1, la suite est arithmétique de raidmn

Sib=0, la suite est géométrique de raison

Dans tous les autres cas, elle n’est ni arithmétique, ni géométrique, et donc ne possede
pas de raison ! On va déterminer I'expression de son terme général.

Soit (U,) une suite arithmético-géometrique définie par son premier tegmet la

relation de récurrence¥neN u,.4 =au,+b aveca=1.

On commence par résoudre I'équation=ax+b. Puisquea=1, cette équation

possede une unique solution= Ta appelée point fixele la suite. Doner = aa +b.
—-a

On introduit alors une suite auxiliaire en posann:e N v, =u, —o. Donc :

vnelN V,,1=Uyq—a=(au,+b)—(ac+b)=au, +b-—ac—-b=a(u,-a)=av,.

Donc la suite \{, )est une suite géométrique de raigon

Donc d’'aprés les résultats sur les suites géométriguasN v, =a"v,.
On connaituy, donc on peut en déduikg = ugy — o, et donc I'expression de, .
Et on calculeu, en remarquant quevneN u, =V, +a.

Théoreme Si (u,) est une suite arithmético-géométrique définie pay et
vneN u,, =au,+b aveca=1, I'équation x = ax+b possede une unique solutipn
o appelée point fixe de la suite et la suite de tegeeéral v, =u,—a est
géométrique de raisan

La méthode d’étude est donc :

- Déterminer le réebu (point fixe) qui vérifiea = aa +b.

- Définir la suite de terme généra| =u, —a . Elle est géométrique de raisan

- En déduire I'expression de, en fonction den.

- En déduire I'expression de, en fonction de.

Exemple: La suite définie paug = Xt vneN u,,=3,—-4 est arithmético-
géomeétrique avea=3 eth=-4.

Son point fixea, est solution dex=3x—4. Donco = 2.

On introduit alors une suite auxiliaire en posannieN v, =u, — 2.

La uite de terme généra), est une suite géomeétrique de raison 3 (maisipis

Donc d’aprés les résultats sur les suites géométriguasN v, =3"v,.
OrvneN v,=u,-2.Doncv,=U,-2=1-2=-1DoncvneN v, =-3".
Et d’apres ce qui précedesneN u, =V, +2.

Donc I'expression du terme général de la suite ¥ste N u, = 2—3".

4) Suites vérifiant une récurrence linéaire d’ordre 2

Définition : Une suite ,, )Vvérifie une récurrence linéaire d’ordre 2 s'il existe des
réelsaetbtels que vneN u,, =au,,, +bu, avecb=0.
Les réelsa etb sont indépendants ae On supposeré = 0, sinon la suite est géométrique.
La premiere fois ou 'on peut utiliser la relation @st 0 : u, = au; + bugy. Donc pour

définir la suite, il faut donner ses deux premiers termes.
Pour déterminer I'expression du terme geénéral on va se ramener a des suites
géomeétriques.
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Soitg un réel. On introduit la suite de terme génémgl=u,,; —qu,.
Donc :V,,; = U, , — qu,,; = (@—Q)U,,, +bu, = (@a-q)v, + (ag—g° + b)u,,.
Donc sig® =aq+b, la suite(v,) est géométrique de rais¢a—q) .

Définition : L’équation x* = ax+b est appelée équation caractéristique assoc|ée
cette récurrence linéaire d’ordre 2.

Cette équation a pour discriminant = a® + 4b.
1% cas: A>0.

L'équation caractéristique possede deux racines réelles distiqgotes), .

Donc on peut construire deux suites géométriques :

e La suite de terme génerg| =u,,; — 4, est geométrique de raisen- ¢, =0, .

o Lasuite de terme généraj, = u, ., — d,u, est géométrique de rais@r-q, = g;..
Vo W, Vo — 0] Wo
PRl | B 4;-q

Théoréme Si A >0, alors I'équation caractéristiqua?® = ax+b posséde deu

racines réelles distinctesy et q,. Alors pour toute suite uf )qui Vérifie

vneN u,., =au,, +bu,, il existe des coefficients reets et 3 uniques tels que|:

Donc v, =q)Vy et w, =g 'Wy. Or : u, = =aq, +Bd).

X

vneN u, :aqf+[3q;‘.

L R, Up—u Up— U
L'unicité vient des conditions initiales carc= 22011 e B= Do~
-G G -0
Exemple: On considére la suite définie pap = , 0y =—-2 et par la relation de

recurrence ¥neN U, =5U,,4 —6U,.

L’équation caractéristique a deux racines distinctes 2 et 3.
Donc:vneN u,=5<2"-4x3".

2°™cas: A<O.

Le raisonnement est identique au précédent mais@ans

Donc, d’apres la démonstration précédente, il existe deux complexes unicgigs
tels que u, =r"(Le" +pe™?) = r"[(A +p)cosnd +i (. —p)sinnd 1.

Or u, est réel. Donai, = u, = r" (ke ™® + 1e"™). Donc par unicitéx =p et i=A.
Donc A et i sont complexes conjugués.= x+iy et p=x—iy ol (x,y) eR?.

Donc :u, =r"(acosnd+B simd Jolla= X=A+pn etf=-2y=i(A—pn).

Théoréme Si A<O0, alors I'équation caractéristiqua?® = ax+b posséde deu
racines complexes conjuguégs=re® et q, =re°. Alors pour toute suiteu, Jjui
verifie YvneN  u,., =au,, +bu,, il existe des coefficients réels et § uniques

X

tels que :vneN u, =r"(accosnd+f simo .

L'unicité de o et B vient des conditions initiales car:u,=o et
, U, — r'uy COso
u, = r(o.cosd+p sird ) et donca. =u, etp=——2""
sind
Exemple: On considere la suite définie pag =2, u, =4 et par la relation de
réecurrence ¥neN U, =2u,,,— 2,.

carsing = 0.
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L’équation caractéristique a deux racines distinttes= J2e™* et1-i = /2674,
n .n

Donc:vneN u, =2(2) (cosf+ stnJ .
3" cas: A=0.

a a’
L’équation caractéristiqgue a une racine doubiei. OrA=0 donch= 7" —g°.
On peut remarquer qug== 0 car sinon, on aurah=b=0etvn>2 u, =0.
La suite de terme général = u,.; —qu, est géométrique de rais@-q=q.

u u V,
n . n . Un+l n 0
DOI‘]CVn =dq VO- Donc .uml—qun +q VO- Donc 'W__n+_

vt 9" aq

, -y u e .V,
Donc la suite de terme générg| = —- est arithmeétique de raisof-.
q q

Y
Donc : W, =W, +n—=an+f. Donc :u, = (an+B)q".
q

Théoréme Si A =0, alors I'équation caractéristique® = ax+b posséde une racine
double g. Alors pour toute suiteuf, )qui vérifie YneN u,., =au,,.4+bu,, il

existe des réels. et uniques tels quevneN u, = (an+p)q".

L'unicité de a et B vient des conditions initiales camuy = et u, =q(a+p) et

—qu

donc B = u, eto=2"
q

Exemple: On considére la suite définie pay = , L, =6 et par la relation de
recurrence YneN Uy =—4U,, —4U,.
L’équation caractéristique a une racine double ( 2)

Donc:VneN u, = (1-4n)(-2)".

Il — Généralités sur les suites numérigues

1) Définition

Définition : Une suite numérique est une applicatiod’'une partiel non vide deN
dansR. L'image u (n)de l'entiern est notéau,, et appelée terme général de la suite. Et

cette suite est notd@,,); Ou plus simplementuf, .)

En générall =N oul =N*, ou au pire un intervallgn,,+o] deN.

On ne s’intéressera ici qu’aux suites de réels. Mais en fin de chapitre, on dira quelques
mots des suites de complexes.

Une suite numérique est donc une fonction numérique dont 'ensemble de définition
est une partid de N (en généralN ou N*). Donc de nombreuses définitions et
propriétés des fonctions restent valables pour les suites. Par contre, toutes les notions
ne pourront pas étre utilisées, puisque certaines, comme la dérivation par exemple,
nécessitent que 'ensemble de définition soit un intervalle ouveRt d@@n sera donc
parfois amenés a utiliser des méthodes différentes. On peut également remarquer que,
puisquelN est une succession de points isolés, on ne pourra pas chercher des limites en
un point, et donc que la seule limite a laquelle il sera légitime de s’intéresser sera la
limite quandn tend vers+ « .
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2) Modes de définition d’'une suite
Il existe plusieurs manieres de définir une suite numeérique.

n _ -y
. Exemplel:u, =1 ou u, =In(n”+1) ouu, =e". Le terme général,, est de

la forme :u, = f (0)ouf est une fonction définie sur un intervalle ou une réunion

d’intervalles deR. Les propriétés dé(sens de variation, limites, ...) permettront
d’étudier la suite numérique.

n n
- Exemple2: u,=n!=]]k ouu, :Zk"’. Le terme générall, est exprimé en
k=1 k=1
fonction den, mais la suite n'est pas la restrictiofNad'une fonction. C’est en
particulier le cas lorsqua,, est défini par une somme ou un produit. Pour étudier

la suite, on sera soit amené a transformer I'expression, dgour se ramener au

cas précédent, soit amené a étudier les propriétés de chaque terme de la somme ou
du produit. Ce cas fera I'objet d’'un autre chapitre (étude des séries).

. Exemple 3: L'équation In(x+1)=x" posséde une unique solutiow, dans
10,+c[ . On connait en fonction del'existence deu,,, mais on ne dispose pas de
I'expression deu,,. On dit que la suite est définie de maniére implicite

. Exemple4: uy=1letveN u,; =3u,+4 ouu,,; =In(2+u,). On donne le
procédé de calcul du terme généwgl en fonction des termes précédenis;,
U,_»,... et on précise les premiers termes de la suite. On dit alors que la suite est
définie par récurrence. L’exemple le plus courant est celuiipy= f(u,). Et
I'étude des propriétés dgpermettra I'étude de la suite.

3) Sens de variation

On supposera dans ce qui suit que la suite est définiNslra suite sera donc
croissante si pour tousetp deN vérifiant n< p, alorsu, <u,. Donc si la suite est

croissante :vneN u, <u,,;. Réciproquement, on voit que si cette propriété est
verifiee et sin< p : U, <up,q <Upp <...<U, . La condition est donc suffisante.

Définitions: La suite (1,,) est :
. croissante s¥’neN u, <up,, c’est-a-dire sW\neN u,.4—Uu, >0.
. décroissante s¥neN u, > U,,;, c'est-a-dire sWneN u,,—U, <0.

« monotone si elle est soit croissante, soit décroissante.
« constante sWneN U, =Up,1-

- dtationnaire s'il existe un rang tel que pour toun> p : u, =u,.

Une suite peut aussi étre croissante ou décroisagragir d’'un rangp.
Pour étudier le sens de variations d’'une suite, on étudie donc le signg ge u, )

en se souvenant qneappartient a, donc aN, et donc quen > 0.

n n+1 n -1
Exemple: VneN u, =1 Doncu,,; —U, = o il niDn+2)
DoncvneN u,.4 —Uu, <0. La suite (,) est décroissante.
On peut aussi remarquer quef st une fonction monotone sur un intervalleRle
contenant, la suite définie pavne |l u, = f(n) ale méme sens de variations due
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En effet, par exemple $iest croissante YneN n<n+1, donc f(n)< f(n+1),
doncu, <u,,g.

Exemple : VneN u, :In(n2+1). La fonction définie parf (x)=In(x?+1) est

croissante sur [@p Far f'(X) =

X . .
, donc la suitef,,) est croissante.
X2 +1

Remarque La réciproque est fausse : la suite peut étreotome sans que la fonction
le soit. Par exempleu,, =n®—n.

4) Majoration et minoration d'une suite

Les définitions sont les mémes que pour les fonctions.

Définitions : La suite est majorée s'’il existe un rietel que :vneN u, <M.
La suite est minorée s'il existe un mégkl que :vneN u, >m.
La suite est bornée si elle est majorénirbrée.

Exemple: VneN u, =L1. On sait quevne N 0<n<n+1,donc Ku,<1Lla
n+

suite (u,,) est bornée par O et 1.

On peut aussi remarquer quefsést une fonction bornée sur un intervalle Rle
contenant, la suite définie pavne | u, = f (n) admet les mémes bornes dque

Exemple : VneN u, =€ ". La fonction définie parf(x)=e* est bornée sur
[0,+00] : x>0, donc—-x<0, donc0<e * <1. La suite (I,) est bornée par O et 1.
Exemple : VneN u, = In(n2+1). La fonction définie parf (x)=In(x?>+1) est
croissante sur [@p ,[donc minorée parf (O 5 .OLa suite (1,) est minorée par O,

non majorée carlim f(Xx) =+, doncu,, augmente indéfiniment siaugmente.
X—>+00
Remarque La réciproque est fausse : une suite peut étjerégaou minorée sans que
1
2n—-1
Théoreme Toute suite croissante est minorée par son prasnee.
Toute suite décroissante est majorée papamier terme.

la fonction le soit. Par exempleu;, =

5) Opérations sur les suites

La somme de deux suites,,( €} , ) est la suitey, +v,, )
Le produit de la suiteu(, par le réelo est la suite du,, )
Le produit de deux suitesi{ 6t (v, ) est la suite u,v,, )

Le quotient de deux suites,( €t (v, ) est la suit{u—”j :

Vi

Une combinaison linéaire dei( et (v,) est une suite de la formew(, +Bv, . )

llI- Convergence ou divergence d'une suite réelle
1) Suites convergentes
Pour toutneN, u, est défini. Donc quand on parle d’'une limite d’'une suite, c'est la
limite de u, quandn tend vers+oo .
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Définition : Une suite @,,) est convergente s'il existe un réeltel que I'on puissé

A174

rendre|u, — ¢| aussi petit que I'on veut a condition de premisaiffisamment grand|:
pour tout réek > 0, il existe un rangy, & partir duqueju, —¢|<e.
Cela se traduit mathématiquement paie>>0 3Ing eN Vnxny |u,—/|<e.

Cela signifie qu'a partir du rangy, tous les termes de la suite se trouvent dans
lintervalle 10 —¢,/ +¢f.

Exemple: u, =" Donc |u, —1|:i. Donc |u, —-1|<e < n>1_1. Donc, on
n+1 n+1 €

peut rendre| Up —1| aussi petit que I'on veut a condition de prendrsuffisamment
grand. Par exemple pour rendtg, — 1 < 001 il suffit de prendren > 99.

Corollaire: Si une suite () est convergente, alors la difference de deux termes
consécutifs a pour limite 0.

n+l

Eneffetve>0 3In, eN Vn>n, |un—£|<%et|u —€|<%carn+12n2n0.

Or la+b|<|a]+]p, doncVe>0 3ngeN Vn=n, |up,—U,|<|u,,—f+|¢-u,|<e.
Conséquence Si la difference de deux termes consécutifs @a pour limite 0, la suite
n’'est pas convergente.

Théoreme Si une suite (f,) est convergente, le réélest unique. Il est appelé limite

de la suite et on noté= lim u,. On dit que la suitey,) converge verg .
N—-+00

Démonstration On raisonne par I'absurde.
Supposons qu’il existe deux réelg et /,, et quel,; < /,. Donc :

Ve>0 Iy eN vnxm |u,—/1|<e etdn,eN Vnxn, |u,-/,|<e.
Donc pour toutn > Max(n,n,), onau, €] —¢, 01 +¢f etu, €]l ,—g 5 +¢f

Puisque c’est vrai pour togt> 0, appliquons le poug = %

Pour toutn > Max(n;,n,) : u, € -\4£1—£ 2. 201410y etu, e Vﬁ% 2 4l _£1|' .
IE 3 | | 3 3
201+ 1, - l1+20,
3 .
intersection vide. On aboutit donc a une contradiction.

Donc 'hypothese de départ est fausse. Donc le/résdt unique.
Avec un raisonnement analogue, on démontre les propriétés suivantes :

Théoreme Si la suite (1,) converge vers le réél :

. Si, a partir d'un certain rang, onwg, > , @lors :/ > 0.

. Si, a partir d'un certain rang, onwg, < , @lors :/ <0.

. Si, a partir d'un certain ranga<u, <b, alors :a</<b.

Donc des propriétés de la suite donne des rensegntssur la limite éventuelle.
On peut remarquer que méme si les inégalitésiswsont strictes, on ne peut conclure

pour ¢/ que des inégalités larges.

Or ¢y<t,. Donc Donc les deux intervalles ont une

. L. 1 . ..
Par exemple, la suite de terme générak — dont les termes sont strictement positifs
n

a pour limite 0.
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Inversement, si la suite est convergente, des propriétés de la limite donne des
renseignements sur la suite :

Théoreme Si la suite (1,) converge vers le réél :

. Si />0, alors, a partir d’'un certain rang, ona, > . 0

. Si /<0, alors, a partir d'un certain rang, ona,; < . 0

. Si a</<b,alors, a partir d’'un certain rang, ona<u, <b.

On peut remarquer aussi que la convergence imp@&seantaine régularité :
Théoréme Toute suite convergente est bornée.

Démonstration Il existe un rangy, a partir duquelun -/ | < 1. Donc a partir du rang

Ny, les termes de la suite sont minorés gar ( etdnajorés par/@G 1t avantng, il

n’y a qu’un nombre fini de termes et donc on peut minorer par le plus petit et majorer
par le plus grand.
\ Corollaire: Une suite qui n'est pas bornée n’est pas conmtege

Exemple: Si a>1, la suite de terme généra), =a" est minorée par 1. Si elle était

., . InM
majorée paM, on aurait :vneN a" <M, doncnlna<inM, doncn< I
na

gui évidemment n’est pas vrai. Donc la suite n'est pas majorée : elle ne converge pas.
Mais la réciproque est fausse car une suite peut étre bornée sans étre convergente . Par
exemple :u,, = (-1)". Elle ne peut pas converger car tous les termes de rang pair sont

égaux a 1, alors que les termes de rang impair sont égaux .aDerg la différence
de deux termes consécutifs vaut 2 et ne peut pas étre arbitrairement majorée.

, Cé

2) Suites divergentes

Définition : Une suite est divergente si elle n'est pas cajarge. Il y a trois cas :

. Lasuite (,) diverge vers+o ( lim u,, =+x) si u, peut étre rendu aussi grand
N—-+00

gue l'on veut a condition de prendneassez grand. Pour tout ré&l> 0, il existe
un rangn, a partir duquelb, > A: VA>0 3ngeN Vnx=ng u,>A.

. Lasuite () diverge vers-oo ( lim u, =—o0) si la suite de terme général ()
N—-+00

diverge vers+oo : VA>0 3n, eN Vn>n, u, <-A.
. Lasuite (i,,) diverge car son terme genérgl n'a pas de limite.

Exemple: u, = In(n®+1). Donc u,>A<n>+ve*~1. Donc lim u, =+w. Par
N—+00

exemple pour rendre, > 30 suffit de prendren> 3269017
Un exemple du deuxiéme cas elsq;:l—nz. En effet, —u, =n®-1, et donc

-u, >A<n>+VA+1. Donc lim (-u,) =+ et lm u, =-o.
N—+o N—+o0

Un exemple du troisiéme cas est = (-1)". La suite ne converge pas ag{,, — U,
est 2 ou { 2) donc ne tend pas vers 0. Et la suite n’a paswtelinfinie.

Sif est une fonction qui admet une limite (réelle ou infinie}+en, la suite définie
par Vvne N u, = f(n) admet la méme limite qieMais la réciproque est fausse.

3) Opérations algébriques sur les limites

On retrouve des propriétés analogues a celles des limites de fonctions.
Examinons d’'abord le cas des suites convergentes :
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Théoreme Si u,) et (v,) sont deux suites convergentes de limitest /' :
« Lasuite ¢, +V, )est convergente de limite+ ¢".

. Lasuite @,v,, )est convergente de limite".

. Lasuite ku,, )est convergente de limite sik est un réel.

un
Vo

. La suite( j est convergente de Iimi% si /'#0.

Démonstration Dans le cadre du programme, ces théoremes sonig.ad
Par exemple pour la somme, on a:

im u,=¢,doncve>0 3In,eN Vvn>n |un—£|<%.

N—-+00

lim v, =¢',doncve>0 3n,eN Vn>n, |vn—£|<5.
N—>+o0 2

Donc : Vn > Max(ng,ny) |(U, +V,) = (C+ )| <|u, =€ +|v, — £]<e.
Pour le produit par unréé&l=0 : Ve >0 3n,eN Vvn>n, |un—€|<i

K|
Donc:Ve>0 dn,eN vnxn, |ku,—k(|<e.

Pour le produit et le quotient, c’est un peu plus compliqué car il faut par exemple
écrire :u,Vv, —0'= (u, — )V, + L(v,, — ¢') et majorer la valeur absolue.
Dans le cas général, on obtient les tableaux :

up A u, +V,
/ A A
+ 00 A + 00
' u
o | ! —= un| | vnl -t
+ 00 + 00 + 00 Vn
— 00 — 00 — 00 ,
+o | —oo | Indétermination ¢t | 0'=0 7
{#0 0 + 00
|Un| |Vn| |UnVn| 0 EO Indétermination
1 1 + 00 + o0
/ / 74
0 ~ +OO. . +0 | +00 Indétermination
+ 00 0 Indétermination
+ o0 + 00 + 00

Les tableaux des produits et des quotients sont a compléter par la regle des signes.
Les indéterminations sont a lever.

4) Composition

Théoreme Si (u,,) est une suite de limité (réelle ou infinie) et i est une fonction

telle quelim f(x) =L (réel ou infini), alors la suitef(ug )& pour limiteL.
X—0

Démonstration On en parlera a propos des fonctions.
Notation: R =Ru{—0,+x} droite réelle achevée. Don¢ R et L eR.

Exemple: Si a>1, alors Ina>0. Donc lim nina=+w. Or lim &* =+w. Donc

N—>-+o0 X—>+00
par compositionlim a" = lim e""® = 4.

N—+o0 N—-+o0
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Si O<ax<l, alors Ina<0. Donc lim nina=-wo. Or lim e*=0. Donc par

N—+o0 X—>—0

composition lim a" = lim e""@ =0.

N—+o0 N—-+oo

5) Théorémes de comparaison

D’autres propriétés sont liées a la relation d’ordre.
Théoreme de comparaiso®i U, ) et (v,) sont deux suites convergentes de limjtes
¢ et (', et sia partir d’'un certain rangu;, <v,,, alors/ < /".

Il suffit d’utiliser les premieres propriétés vuesr des limites a la suite de terme
généralv, —u,,. L'inegalité ¢ < ¢' reste large méme si, <Vv,,.

\°&4

Théoréme d'encadrementSi a partir d'un certain rang, <u, <w, et si les suites
(v,,) et (w,) convergenvers le méme réel, alors la suite |, )converge verg .
Eneffet :vn>n, v,-¢<u, -¢<w, -/ donc|u, — ¢ < Max(v, — £ .|w, - ).

Il faut bien remarquer que ce théoréme (encore appelé théoreme « des gendarmes »)
est un théoréme qui prouve la convergence de la suite et calcule sa limite.

Pour démontrer la convergence d’une suite, on peut donc I'encadrer entre deux suites
gui convergent vers la méme limite.

Exemple : u, :M. On sait que YneN Ent(\/ﬁ) <Jn< Ent(\/ﬁ)+1.
Ent(vn)-1

Donc:VneN +n< Ent(Wn)+1<+/n+1et+/n-2< Ent(vn)-1<+/n-1.
Jn o _ o _n+l Jno_ o Wn+l

. Or lim =1.

\/_ 1 n N \/_ 2 N—+oo \/_ 1 n—>+oo \/_ 2

Donc la suite |{,, )converge vers 1.
On a également des théorémes de comparaison pour les suites divergentes :
Théoreme de comparaisoBi (U, ) et (v, ) sont deux suites, et si a partir d’'un certain

rang :u, <v,, alors :
. Silasuite (,, ) diverge vers+oo, alors la suite (, Xiverge vers+o.
. Sila suite ¢, ) diverge vers-, alors la suite, diverge vers-o.

Pour démontrer qu’une suite diverge vers, il suffit donc de la minorer par une
suite usuelle qui diverge versco. Et pour démontrer qu’une suite diverge vers,
il suffit de la majorer par une suite usuelle qui diverge vers

n
emple: u, =¥n—n2. Par définition : ni=]Jk. Donc ni<n". Donc Y <n.
k=1
Donc :u, <n-n?. Or lim (n-n?)=—w. Donc la suite |, )diverge vers- .

N—+o0

6) Cas des suites monotones

Bien sOr une suite peut converger sans étre monotone. Mais si elle est monotone, on a
le théoreme suivant conséquence de la propriété de la borne supériBure de
Théoreme de convergence monotone

Toute suite croissante majorée est convergente.

Toute suite décroissante minorée est convergente.

n

1 . :
Exemple: u, = TR La suite est croissante aaf,; —Uu,, = >
o K (n+1)!
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Dans k!, tous les termes du produit sauf 1 sont supérieurs ou égaux a 2. Donc si

n

n
k>2,ona:ki>2 Donc:u, §1+2%. Donc:vn>2 u, <1+
k22"

- = 2kfl ’
1
n n n-1 T An
Orl-i-Z—l :Z—l 1o 2" 5 1 poncwnz2 u <2
2k,1 2k,1 2] 1 2n—l n
k=2 k=1 j=0 1-=
2

La suite @, ) est croissante et majorée, donc convergente.

Remarque Une suite croissante convergente est minorées@arpremier terme et
majorée par sa limite. Une suite décroissante convergente est majorée par son premier
terme et minorée par sa limite.

7) Suites adjacentes

Définition : Deux suites U, )et (v,) sont adjacentes si elles sont monotones de|sens
contraires ('une croissante et 'autre décroisgaettsi lim (v, —u,)=0.
N—+o0

Supposons par exemple que, (est croissante et/( décroissante.

S'il existe un entierp tel que v, <u,, alors vn>p v, <v,<u, <u,, ce qui

contredit lim (v, —u,)=0.Donc:vneN u,<v,.

N—-+

Donc:VnelN uy<u,<v,<\v,.
La suite @, )est croissante, majorée pgl, donc convergente im u, = /.

N—+o0

La suite ¢, )est décroissante, minorée pgr, donc convergente : lim, =/ . '

N—-+0

Etant donnés les sens de variations des suites, et puigga®N u, <Vv,, on a:
vneN u,</</<v,.Or Im (v,-u,)=0.Donc/=7"etVneN u,</<v,.

N—+o0

Théoreme Si (u,) et (v,) sont deux suites adjacentes, alors elles sont convergentes
et ont la méme limite. De plus, pour touta limite est encadrée pary, etv, .

Exemple : Dans I'exemple précédent, on a montré que la ®s§t convergente, mais
on n'a pas calculé sa limite. Pour trouver une valeur approchée, on compare les deux

, 51 1 - . . 1
suitesu,, = Z— etv, =U, +—. On a evidemment iim (v, —u,)= lim —=0.
k=1

ki n.n! N—>-+00 n—+0 NN
1 1 1 1 1
Et Vn+l—Vn=Un+l—Un+ - = + - .
n+D).n+)! nn (n+)! (O+D.(n+D)! nn
Donc:v,,, -V, = ! < 0. La suite y, )est décroissante.

" M+ 2.(n+)!
Les suites ,, )et {,, ) sont donc adjacentes, et donc ont la méme lirite
Ona:vneN u,</<v,.Donc en particulier poun=4 : :—jSES%.
On obtient ainsi un encadrement e 170& /< 1719.Enfait:/=e-1.

8) Quelques suites de référence

Si a=0, alors, pour toun, a" =0. Sia=1, alors, pour toun, a"=1. Sia=-1,
alors, pour touh, a" = (-1)" et on a vu que cette suite n'a pas de limite.

Sia>0,alorsa" =|a|". Etsia<0, alorsa" = (-|a|)" = (-1)"|a|".
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Or on a étudié la limite da" lorsquea > 0. On l'applique g a|".

On a vu que sD<|a|<1, alors lim |a|" =0, donc lima"= Q

N—+w N—+oo

Et si|a|>1, alors lim |a|n =+o0. Donc sia>1, alors lim a" =+w. Sia<-1, la

N—>+400 N—+o0

suite n'a pas de limite car le signe n’est pas constant.

Théoréme: La suite @") est convergente si et seulement-di<a<1. Elle a pour
limite O si —1<a<1 et pour limite 1 sia=1. Elle diverge verstro sia>1 et n'a
pas de limite sa < -1.

Pour toutn, n* =e*"". L’étude de la limite da® dépend donc du signe de

Théoreme La suite f*) est convergente si et seulementisi 0. Elle a pour limite
O sia <0 et pour limite 1 sio. = 0. Elle diverge vers-« si a > 0.

an nina-alnn n(lna_am) . Inn . . an
— aifl — e n" et lim —=0.| Sia> leta>0: lim —=+4o

=e
n% n—+w N n—>+wo n%

Pour des raisons analoguesSi- ka< leta>0: lim n*a" =0
N—-+00

|V — Comparaison des suites

Lorsque l'on veut chercher la limite dg =n?-5n ou dev, =n?-3Inn, pour
lesquels il y a une indétermination, on factorise pai(« ce qui tend le plus vite vers
I'infini »). On obtient :

u, :n2(1—§j. or lim 2=0, donc lim ( —§j:1.

n n—+oo N N—+oo n

v, :nz(l— Slnnj. or im M~ 0, donc fim (1—3m—2nj:1.

n2 N—-+o0 n2 N—+o0 n

Donc u, etv, se comporte comme’ et les termesn et 3Inn ninterviennent pas.
On dira queu, et v, sont « équivalents » & et que les termeSn et 3Inn sont
« négligeables » devant .

1) Nédligeabilité

Définition : Une suite , )est négligeable devant une suitg (') existe une suite

(e,) telle que :vneN u, =v,e, et nIm en, = 0. On noteu, =0\, )
—>+00

On dit aussi que la suiter( domine la suitey, )

Exemple : n=o0(n?) car Vvne N* n=n?xlet lim L=0.

n n—+oo N

Théoreme Si (v,) est une suite qui ne s’annule plus a partir d’'un certain rang, la

suite (1, ) est négligeable devant la suite, ( si)et seulement silim — =0.

N—>+0 Vp,

upn

Démonstration Si, a partir d’'un certain rang, onwg = , 6n peut posee, = —
Vn

c'est-a-direu, = Vg, .

. - . .U
Et u, =o(v,) siet seulement si line, = ,donc si et seulement sim —=0.
N—>+00 N—>+0 Vp,

Cours de mathématiques - ECS1 - Catherine Laidebeure - Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy - 2011



Suites numériques -13 - ECS1

C’est une caractérisation des suites négligeables plus pratique que la définition, mais
qui exclut des cas.
Négligeabilités classiques

. n*=o(n") si O<a<p.

« Inn=o(n) etn=o0(e").
. n%*=0() aveca etp strictement positifs.
. (Inn)* =0o(nP) aveco etp strictement positifs.

- n*=o0(@") a réeleta>1.

Démonstration On démontre quelim — =0 en utilisant les limites connues.
N—>+0 Vp,

Théoreme Siu, =0, ) et si {, ) admet une limite finiealors im u, = Q

N—+o0
Démonstration En effetu, =v,e,, avec lme, = Oet Im v, =/¢.
n—+oo N—+00
Si la limite est infinie, on ne peut pas conclure (indétermination).

Propriétes

. Transitivité : siu, =0 ¢, )etv, =o(w, ), alorsu, =0 @, ).

. Compatibilité avec I'addition : sii, =0 v, gtu,=04(, ), alorsu, +u',=o0(v,).

. Compatibilité avec le produit: siu,=ov( )et u,=o0(,), alors
u,u’, =o(v,v',).

. Compatibilité avec les puissances positives u, =o(, ) et si a >0, alors
|un|a = 0(|Vn|a)'

. Mais la relation n’est compatible ni avec le quotient ni avec la composition.

Démonstrations
. Transitivité: si u,=v,g, et v,=w,a, avec lim g, = lim a,=0, alors

N—>-+o0 N—+wo

u, =w,nm, avecn, =¢,a,, donc lim n, =0.

N—+00

« Addition: si u,=Vv,g, et si u,=va, avec limg,=lim a,=0, alors

N—>-+00 N—+

u,+u'y, =vm, avecn, =g, +a,, donc lim n, =0.

N—+00

« Produit: si u,=Vv.,, et siu,=v,a, avec limg,=1Im ao,=0, alors

N—>-+o0 N—+w

u,u', =Vv,v',n, avecn, =¢,a,, donc lim n, =0.

N—-+o0

. Puissance si u,=Vyg, avec lim g, =0, alors |u | =|,["[e.[* et

N—+

lim |e,[* =0 sia>0. C'est évidemment faux i < 0.

N—+o0

. Quotient: n=o(n?) et 1 o(n?) mais]/1 =n? n'est pas négligeable devant.
n n

. Composition' n=0(n?) mais Inn n'est pas négligeable devafhin®=2Inn

puisque le quotient est éga%é
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2) Equivalence
Définition : Deux suites Uy, )et (v, ) sont équivalentes s'’il existe une suitg, (telle

que :VneN u, =v,(l+¢&,) et Im g, =0. Onnote , )~¥, Jouu, ~V,.
N—-+00

Exemple: n+1~n carvVnelN * n+1:n[1+1j et lim l:O.

n n—+oo N

Théoreme Si (v,,) est une suite qui ne s’annule plus a partir d'un certain rang, les

. L . . u
suites (1, )et (v,,) sont équivalentes si et seulementlsn — =1.

N—>+0 Vp,

P . .s . . u
Démonstration Si, & partir d’'un certain rang, orvg # , @ peut poseg, = —*-1,
Vn

c'est-a-direu, =v, e, )

. . . . u
Et u, ~v,, sietseulementsi lina, = ,aonc siet seulement sim —*=1.
n—+o N—+o0 Vn

Remarque C’est une caractérisation des suites équivaleples pratique que la
définition. On s’en servira pour certaines démonstrations, mais il faut penser que I'on
élimine des cas. Par exemple il n'existe pas de rang a partir duquel la suite

v, =+/n—Ent(/n) ne s'annule pas.

Equivalences classiques

« Un polyndme non nul est équivalent a son terme de plus haut degre.

. Une fraction rationnelle non nulle est équivalente au quotient des termes de plus
haut degré de son numérateur et de son dénominateur.

« Si Imu,=/¢ (#0),alorsu, ~¢.

N—+00
« Si lim u,=0,alors: In(l+u,)~u, e —1~u, @L+u,)* —1~au,
N—-+00
2
: u
sinu, ~u, tanu, ~u, 1- cosu, ()
2
Démonstration
. S u, =P(n)=apnp+ap_1np‘1+...+a1n+ao, alors u, =apn®(1+¢,) avec
adp 1 a .
€= ——+.t—a—+ % _ ot donc lime, = 0 Doncu, ~ayn®
na, nP a, apnp N—>+o0

Exemple: Siu, = 413—512+2n—1, alorsu., ~4n°,
n n
CP(n) _apnP+apnP e +an+ag

. Si u, = =
" Q) byn? +by4nT 4.+ byn+ by

, on a, d'aprés ce qui précéde,

P(n)=ay,nP +¢&,) etQn)=byn(@+mn,) avec lime, = Oet lm n, = 0.

N—+o0 N—+o0
apnp 1+e, apnp €n —Mn . €n " Mhn apnp
U, = X = 1+ et im ———=0. Doncu, ~ :
bqnq 1+n, bqnq 1+n, n—>+o 14+m, bqnq
. ;% +2n-1 5n? 5
Exemple: Siup =——— , alorsup ~——=-, doncu, ~—
n°+n°+n+1 n n

. .
« Si lim u,=¢ (#0),alors lim - =1 et doncu, ~ /.
N—>-+o0 N+ f
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In(1+up,) _ im In(1+ x)

« Si lim u, =0, alors lim =1. Donc In(1+u,) ~ u,.

N—>+o0 N—>+00 un x—0 X
. _oeh-1 e -1
. Si lim u, =0, alors lim = lim =1. Donce’ —1~u,.
N—+co n—>+o  Up x—0 X

« Si lmu,=0,alors(l+u,)* -1~au, car:

N—>+00
o (+u)* -1 @+x)*-1 . @xf -1 . f&)-f(0
jim ) =1 @07t @) 1 TETO) gy
N—>-+00 u, x—0 X x—0 X—0 x—0 X—
- . §inu, . sinx ,
« Si lim u, =0, alors lim —— =Ilim ——=1. Doncsinu, ~u,.
N—+o0 n—+ow un Xx—0 X
. . tanu, . tanx . sinx 1
« S lim u, =0, alors lim L= lim =lim X =1. Donctanu, ~u,.
N—>+00 Nn—+w un x—=>0 X x=>0 X COSX
. (Up)®
« S lim u, =0, alorsl1-cow, ~ car:
N—+00
w
_1-coxy, . 1- _2sif (x/2) . 1( sing/ 2 1
lim —n:||mﬂ:||m—(/):||m_;«/) ==,
N—>+o0 (un )2 x—0 X2 x—0 X2 x>0 2 (X/ 2) 2

La notion d’équivalence va permettre de simplifier certaines recherches de limites.

Théoreme Si u,) et (v,) sont deux suites équivalentes et si la suite admet une
limite finie ou infinie, alors la suiteu, admet la méme limite.

Démonstration En effet :u, =v,,(1+¢,) avec limeg, = Q Or Im v, =/ (finie
N—+o0 N—+o0

ou infinie) et lim (1+¢,)=1. Donc lim u, =/.

N—+o0 N—+o0

Inversement, deux suites qui ont la méme limite ne sont pas toujours équivalentes : par

1 1 . T L
exemplen et n?, ou bien= et —-. Ce n'est vrai que si la limite est réelle nonewll
n n

On utilise un équivalent d’une suite pour simplifier son expression et rechercher sa limite.

Propriétés

. Symétrie : siu, ~v,, alorsv, ~u, .

. Transitivité : siu, ~v, etv, ~w,, alorsu, ~w,.

« Siu,=0(v,) etv, ~w,, alorsu, =0 W, )

« U, ~V, sietseulement si, =V, +0(v,).

. Compatibilité avec le produit et avec le quotient (s'il existe) ugi~v, et

' ' 1 ' un Vn
u'y~Vv,, alorsu, xu', ~v, xv', et —~ —

Un Vi .
. Compatibilité avec les puissances ugi~ v, , alors|u,|” ~|v,|* pour touto. R
. Mais la relation n’est compatible ni avec I'addition ni avec la composition.

Démonstrations
. Symétrie: si u,=Vv,(1+¢,) avec lim ¢, =0, alors v, =u,(1+a,) avec

N—+o

€ .
a, =——"— etdonc lim o, =0.
1+ €, N—-+o0
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. Transitivité: si u, =v,(1+¢,) et v, =w,(1+a,) avec lim ¢, = lim a,=0,

N—>-+00 N—+w

alors u, =w,(1+mn,) avecn, =¢, +a, +&,a,, donc lim n, =0.

N—+00

. Troisieme: si u, =V,g, et v, =w,(1+a,) avec lim g, = lim a,=0, alors

N—>-+00 N—+w

u, = W,n, avecn, =¢,(1+a,), donc lim n, =0.

N—+00

« Quatrieme: u, ~ Vv, équivaut au, =V, (e, ¥V, +Vv,g, avec lim g, =0.

N—+

« Produit: si u,=v,(l+¢,) et siu’, =v' (1+a,) avec lim ¢, = lim a, =0,

N—>-+00 N—+w

adorsuyu', =v,v',(1+n,) avecn, =¢, +a, +&,0,, donc lim n, =0.

N—+00

. Puissances si u, =V,(1+¢,) avec lim g, =0, alors |u,|* =|v,[*[L+¢,[" et

N—+o

lim (1+¢,)=1donc lim [L+¢,|" =1. Poura = -1, on obtient le quotient.

n—>-+oo n—+o

. Addition: n? +n~n?+1et—n?+n~-n?, mais2n nest pas équivalent a 1.

. Composition: 1+1 ~1+i2 mais In[1+1j n'est pas équivalent Ia(1+ izj car
n

n n n
. o 1 .
sinon par transitivité, on aura}rt ~— ce qui est faux.
n n
en2+n i
De mémen? + n~ n?, mais == e". Donc les suites de termes généralix"
€

2 , .
et e" ne sont pas équivalentes.

V — Cas des suites de nombres complexes
Ce qui a été dit sur les suites usuelles réelles reste vrai: expressions des suites
arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques ou récurrentes linéaires
d’ordre 2.
Pour ce qui concerne la convergence, la définition est identique en remplacant la
valeur absolue par le module.

Définition : La suite(z,) est convergente s'il existe un nombre compléxel que :

Ve>0 dnpeN Vnxn, |z,-(<e

La suite est divergente si elle n’est pas conveggent
Par contre, la notion de limite infinie n'a passeéas.
On a toujours l'unicité de la limite si elle existe, ainsi que les opérations sur les limites
finies. De plus :

Théoreme La suite (z,) est convergente si et seulement si les suites ruee$
générauxRe(z, ) et Im(z,) convergent. Alorslim z, = lim Re(z,)+i lim Im(z,).
N—+0

N—+o0 N—+o0

A1

En effet pour tout complexe:

IRe@@) < |7 <v2Max[Reg )| Img )] et | Im|<|z < 2Ma[Req]), Inx(])
Donc, si(z,) converge vers/, alors nILTOORe(Z”): Re( ) et n'LTw'm(zn) =1Im(/)
puisque :[Re(z, )- Re( )<|z, —¢| et|Im(z,) — Im(¢)| <|z, —¢|.

Réciproquement, sRe(z,) et Im(z,) convergent respectivement vexst b, alors
(z,) converge verg = a+ib puisque |z, — /| < V2 Max[|Re(z, )& | Img, )-b| 1.
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Tous les théoremes sur les opérations sur les limites restent viassssiites sont
convergentes, mais bien sOr les théorémes liés a la relation d’ordre n'ont plus de sens
(convergence monotone, théoreme d’encadrement, suites adjacentes, ...).
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