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POLYNOMES

Dans tout le chapitre, K désignera soit R, soit C. On remarquera que dans les deux
cas Rc K . On parlera de polyndmes a coefficients réels ou complexes.

I - Généralités

1) Fonctions monomes

Définition : Une fonction f est une fonction mondme s’il existe un entier n€N et un

élément ae K telsque: Vxe K f(x)=ax".

Si a=0,alors Vxe K f(x)=0.0On dira que fest le monome nul.

Réciproquement, si Vxe K f(x)=0,alors a = f(1)=0.

Si a #0, alors on peut remarquer que a et n sont uniques. En effet, supposons que f
admette deux décompositions : Vxe K f(x) = ax" =bx? avec a et b non nuls. Tout
d’abord on remarque que a =b = f(1). Si n# p, 'un d’eux est plus petit que I’autre,
par exemple p<n. Or: VxeK x"=x, donc VxeR x"=x"”, donc

VxeR* x"77 =1.0rc’est impossible car n— p >0, donc 2”7 >1.

Définition : Si f est une fonction mondme non nul, il existe un unique entier n€N et

un unique a€ K telsque: Vxe K f(x)=ax". L’entier n est le degré du mondme et
a le coefficient du monome. Par convention, le degré du mondme nul est —co.

Notation : La fonction mondme x — x est notée X, et donc x+— x" estnotée X".
Donc tout mondme non nul s’écrit de maniere unique aX " avec a et n uniques.

2) Fonctions polynomes

Définition : Une fonction P est une fonction polyndme si ¢’est la somme d’un nombre
fini de fonctions monomes.

Si toutes les fonctions mondmes sont nulles, alors Vxe K P(x)=0. On dira que P
est le polyndome nul.

Sinon, comme c’est une somme finie, on désigne par n le plus haut des degrés des
mondmes non nuls. Donc il existe un entier n€N et des coefficients réels ou

complexes (ay,q,...,a,) € K™ avec a, #0 telsque: Vxe K P(x)= Zakx" .

k=0
Montrons par récurrence sur n que P ne peut pas €tre le polynome nul.
Initialisation évidente pour n=0.

Hérédité : On suppose, pour n€N, que s’il existe des coefficients (ay,q,...,a,)€ K nt

avec a, #0 telsque: Vxe K P, (x)= Zakx" ,alors P, n’est pas le polyndme nul.
k=0
Montrons la propriété pour n+1. Soit P,,, un polyndme tel qu’il existe des coefficients

n+l

(by.bys..b, )€ K™ avec b, #0 vérifiant: Vxe K P, (x)= > b.x" . Montrons

k=0
en raisonnant par I’absurde que P,,, n’est pas le polyndme nul.

Supposons que Vxe K P, (x)=0. Donc en particulier, P,,(0) =0, donc b, =0.
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n+l n+l

Donc Vxe K P, (x)= Zbkxk =xQ(x) avec Vxe K Q(x)= Zbkxk_l = Zbﬂlxj .
k=1 k=1 j=1

Or Vxe K xQ(x)=0.Donc Vxe K —{0} Q(x) =0 et par continuité Q(0)=0.
Or bn+l
On a donc une contradiction, donc P,,, n’est pas le polynome nul.

# 0. Donc d’apres I’hypothese de récurrence, Q n’est pas le polyndme nul.

Théoreme : Un polyndme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.
La conséquence est I'unicité de I’entier n et des coefficients.

n P
En effet, supposons deux décompositions : Vxe K P(x)=> a,x* =Y bx".Ona
k=0 k=0

Max(n,p)
donc en complétant éventuellement par des zéros : Vxe K Z (a, —b)x* =0.
k=0
C’est le polyndbme nul, donc tous les coefficients sont nuls. Donc:
Vk e [0,Max(n,p)] a, =b,. Or si n# p, c’est impossible pour k = Max(n, p)

puisque 1’un est nul et pas I’autre. Donc n = p et tous les coefficients sont égaux.

Définition : Si P est une fonction polyndme non nulle, il existe un unique entier n €N

et des coefficients uniques (qy,q,...,a,)€ K™ avec a, #0 tels que:

Vxe K P(x)= Zakxk . L’entier n est le degré du polynéme et (aq,q,...,a,) les
k=0

coefficients du polyndéme. Par convention, le degré du polyndme nul est —co.

On en déduit I’égalité de deux polynomes.

Théoreme : Deux polyndmes non nuls sont égaux si et seulement si ils ont le méme

degré et les mémes coefficients.

n
Notation : Tout polyndme s’écrit de maniére unique sous la forme P=> a, X* ou
— e k

k=0

P(X)= Za X © avec a, #0. On effectue les calculs sur les polyndmes formels.
k=0

Par exemple : BX* -5X +4)2X +1)=6X’-7X*>+3X +4.
3) Opérations

Définition : On appelle K[X] I’ensemble des polyndmes a coefficients dans K.
On appelle K, [X ] I’ensemble des polyndmes de degré inférieur ou égal a n.

On peut définir dans K[X ] des opérations analogues a celles des fonctions.

Théoréme : Si A€ K etsi P et Q appartiennent 2 K[X ], alors :

e Le produit AP estun polyndme et d°(AP) =d°(P) si A#0.

e Lasomme P+ Q estun polyndme et d°(P+ Q) < Max[d°(P),d°(Q)].
e Le produit PQ estun polyndome et d°(PQ)=d°(P)+d°(Q).

e Lacomposée PoQ estunpolyndmeet d°(PoQ)=d°(P)xd°Q).

p 9
Soient P = Zaka et 0= Zkak les deux polyndémes avec a, #0 et b, #0.
k=0 k=0

p
e La premiere est évidente car AP = Z?uaka et ha, #0 car A#0 et a, #0.
k=0
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e Soit r=Max[d°(P),d°(Q)]. En ajoutant éventuellement des zéros, on peut

écrire: P+Q=> a X' +> b X" =>(a, +b)X". Donc d°(P+Q)<r.

k=0 k=0 k=0
Mais I’égalité n’est vraie que si a, +b, #0.

)4 q .
e PO Z(Zakxk](Zkak) = Zaiij’” . Le terme de plus grand haut degré
k=0 k=0

0<i<p
0<j<q

corresponda i = p et j=g.Donc d°(PQ)=p+q car a,b, #0.

k
p 4 g .
. PoQ:zaka :Zak[ijX’] . Le terme de plus haut degré est obtenu pour
k=0 j=0

k=0

p
q .
j =g dans (ijX’j .Cesta,(b,)"(X?)".Donc d°(P>Q)= pq car a,(b,)" #0.
j=0

Remarque : Ces propriétés restent valables pour le polyndme nul.

ivision euclidienne

1) Théoréme fondamental

Il est a rapprocher et a distinguer de celui de la division des entiers.

Théoréme : Pour tous les polyndmes A et B avec B # (0 appartenant a K[X ], il existe
un unique couple (Q, R) de polyndmes appartenant a K[X ] tels que :

A=BQ+R avec R=0oud°R<d°B
Q est le quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.

Démonstration de I’existence: Si A=0 ou d°A<d°®°B, alors A=Bx0+ A, donc
(O,R) =(0,A) est solution. Il reste donc le casou A#0 et d°A>d°B.

p
On note B = z b, X ket on raisonne par récurrence forte sur le degré nde A (n = p).
k=0

p
Initialisation : Si n= p, alors A = z aka .
k=0

4p C 4p k A .
Donc R=A-—B= z a, ———Db; | X" estun polyndme nul ou de degré g < p car
P k=0 P

a
le coefficient de rang k = p estnul. Donc: A = b_pB +R avec R=0 ou d°R<d°B.
P
. ap
Une solution est donc (Q,R) avec Q = b_
p
Hérédité : Soit un entier n > p tel que pour tout polyndme A avec d°A <n, il existe
un couple (Q,R) de polyndmes tels que: A=BQ+ R avec R=0 ou d°R<d°B.

n+l

Soit A un polyndome de degré n+1: A= z a, X %" On considere le polynome :
k=0
_ Apil vntl-pp _ “ kK Api . n+l-p+k _ ™ kK Gpyl <& j
C—A—b—X B=>aXx"- i Y b X =Y aqXx -2 b X
p k=0 p k=0 k=0 p j=n+l-p

C’est un polyndme nul ou de degré inférieur ou égal a n+1 dont le coefficient du

a
terme de rang n+1 est a,,, —”—“bp =0.Donc C=0 oud°C<n.
P
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Donc il existe un couple (Q;,R,;) de polyndmes tels que : C=BQ, + R, avec R, =0

ou d°R, <d°B. Donc A=dntl xmlorp o :B(ﬁx"“‘lfj +Q1J+R1'
b b

p

p

Cela prouve I’existence du couple (Q,R) lorsque d°A=n+1.

Conclusion : L’existence du couple (Q, R) est démontrée pour tout entier n > p.
Démonstration de I"unicité : On suppose qu’il existe deux couples solutions :

A=BQ, +R =BQ, +R, avec {

R =0 ou d°R <d°B
R, =0 ou d°R, <d°B

.Donc B(Q, -0,)=R, —R,.

Or si Q) #Q,, ce qui implique R, # R,, alors d°B(Q, —Q,)=d°B+d°(Q, -0,),
donc d°B(Q, —Q,) 2 d°B, ce qui est impossible car d°(R, —R;) <d°B.

Donc Q; = 0, , ce qui implique R, = R, . L’unicité est démontrée.

2) Calcul pratique

On dispose les calculs comme pour diviser des entiers.
Exemple I : Divisionde A=3X>+4X?>-2X -5 par B= X +1

3X 4+4X%-2X -5

3X%+3X°?
X*-2X -5
X*+X
-3X -5
—3X -3
-2

X +1

3X*+X -3

Le quotient est Q =3X% + X —3 etlereste est R =—2.
Donc 3X° +4X? -2X -5=(X +D3BX*+X -3)-2.
Exemple 2 : Divisionde A=X>—-5X*+3X —1 par B= X2 - X +1

X’ -5X*+3Xx -1

X'-X"+X
—4X*+2X -1
—4X? +4X —4

22X +3

X*-X+1

X -4

Le quotient est Q = X —4 etlereste est R=-2X +3.
Donc X° —5X%+3X -1=(X* =X +1)(X -4)-2X +3.
Exemple 3 : Divisionde A=2X>-5X>+X +2 par B=X —1

2X° —5X°+ X +2
2X°-2X*
3X*+X+2
—3X*+3X
2X+2

22X +2

0

X -1

2X?-3X -2

Le quotient est 0 =2X* —3X —2 etlereste est R=0.
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Donc 2X° -5X%2+ X +2=(X -D(2X?*-3X -2).

3) Multiples et diviseurs

Définition : Un polyndme B # 0 est un diviseur d’un polyndme A, ce qui équivaut a
dire que A est multiple de B, si le reste de la division euclidienne de A par Best R =0.

On dit que A est divisible ou factorisable par B: 3Q € K[X] A=BQ.

Définition : Un polyndme est irréductible s’il n’admet pas de diviseurs de degré
supérieur ou égal a 1.

Attention : Le polyndome X 2 +1 est irréductible dans R[X ], mais pas dans C[X]
puisque : X% +1=(X —i)(X +1i).

4) Cas particulier

Soit aoe K, P un polynome de K[X] et B=X —a.

Dans la division euclidienne de P par B, il existe un unique couple (Q,R) de
polyndmes tels que : P=(X -a)Q+R avec R=0 ou d°R<1. Donc R est un

polyndme constant (nul ou pas) : R=r.
Donc Vxe K P(x)=(x—o)Q(x)+r.Donc P(a)=r.

Théoreme : Pour tout oce K et tout polyndbme Pe K[X], il existe un unique
polyndme Qe K[X] tel que P=(X —a)Q + P(a).

La division euclidienne peut étre utilisée pour calculer P(a) .
Dans le cas de la division par (X — ), on peut adopter une autre disposition.

Exemple : Divisionde P=3X> —4X*+X? -5X +2 par (X -2).

3X° -4x* +X?-5X+2 X-2
3X5 _6X* 3X' 42X +4X7 49X +13
2x* +X°-5X+2
2X* -4x°
4X° +X*-5X +2
4x° -8Xx?
9X* -5X +2
9X* -18X
13X +2
13X -26
28

Donc: 3X° —4X* + X? -5X +2=(X -2)(3X* +2X° +4X* +9X +13)+28.
Méthode de Horner :
Dans la premiere ligne, on copie les coefficients a;, de P sans oublier les zéros.

Dans la deuxieme ligne, on calcule les coefficients b, de Q. Si d°P=n, alors

d°Q =n—-1.1l y a donc une case inutilisée a droite qui contiendra P(a).

a, a4 a, > Tt a a ay
b b, b, b by P(o)

n—1
On a pour premier coefficient: b, ; = a,, .

Ensuite, les autres coefficients sont calculés de proche en proche : b, = a,,, +0b, ;.
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C’est le calcul effectué dans la division

o ) g1
euclidienne schématisé par : b b
J+1 k
La derniere case est remplie par : P(Q) = a, +0b, .
Dans I’exemple o0 =2, donc pour tout k : b, = a;,, +2b,
3 -4 0 1 -5 2
3 2 4 9 13 28

Donc: 3X° —4X* + X? -5X +2=(X -2)(3X* +2X° +4X* +9X +13)+28.
Mais cette méthode ne fonctionne que pour la division par (X — ).

III — Racines

1) Définition et caractérisation

Définition : Un élément o de K est racine d’un polyndme P si P(a) =0.

Oronavuque: Vaoe K P=(X-a)Q+ P(a).
On en déduit la caractérisation suivante :

Théoreme : Un élément o de K est racine d’un polyndme P si et seulement si P est
divisible par (X —a).

On utilise en général ce théoreme pour factoriser un polyndme.
Si P possede deux racines distinctes o, et o,, alors P est divisible par (X — ;) :

racine de Q,, donc Q, est divisible par (X —a,).Donc: P=(X —o,;, (X —a,)0, .

Conséquence : Un polyndme de degré n possede au plus n racines distinctes.

2) Ordre de multiplicité d’une racine

Il peut arriver que o soit racine de P, donc que P =(X —a)Q avec Q(a) =0, ce qui
entraine Q = (X — )R, etdonc P =(X —a)’R.
Exemple: P=X>+X?>-5X +3=(X —1)(X* +2X -3) = (X - 1)*(X +3).

Définition : On appelle ordre de multiplicité d’une racine & d’un polyndme P le plus
grand entier m tel que P soit divisible par (X — o)™ .

Cela revient a dire que P =(X —a)" Q avec Q(a) # 0. On peut remarquer que :
P'=m(X —0)" ' Q+(X —)"Q'=(X —0)" ' [mQ+ (X —)Q'1= (X —)""' Q,
avec Q,(a) =mQ(a), donc Q;(a) # 0. Donc o estracine d’ordre m—1 de P'= pY.

On peut donc recommencer : 0. est racine d’ordre m—2 de P"= P racine d’ordre

m—-3 de P®, ..., racine d’ordre 1 de PV, mais pas racine de P
(2)

..., de
PV mais pas racine de P . Si on effectue la division de P par (X —o)™, on
obtient: P=(X —)"Q+ R avec d°R<m.

Donc en dérivant k fois : Vke [0,m—1] P® =[(X —o)"Q]* +R™.

Or d’apres 1’étude précédente : Vke [0,m—1] [(X —a)" Q1" (o) =0

donc avec I’hypothése : Vke [0,m—1] R™(x)=0.

Or R™ est un polyndme dont le degré est d°R —k .

Donc R est constant. Or R (o) =0 . Donc R™™ =0.

Donc R est constant et R" > () = 0. Donc R =0...

Réciproquement, supposons que o soit racine de P, de P'=PV de P"=P
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Et ainsi de suite, jusqu’a R=0.Donc P=(X —a)" Q et a est racine d’ordre m.

Théoréme : Un élément o de K est racine d’ordre m d’un polyndme P si et seulement
si Vke [0,m—1] P®(a)=0 et P () #0.

3) Factorisation dans le corps des complexes

On a vu que dans R, tout polyndme ne possede pas forcément une racine, par exemple
le polynéme X2 +1. Par contre :

Théoreme de D’ Alembert-Gauss : Tout polyndme non constant a coefficients réels ou
complexes posseéde au moins une racine dans C.

Ce théoreme est admis. Il est faux dans R (exemple : X 24 ).

Conséquence : Dans C[X ], les seuls polyndmes (non constants) irréductibles sont les
polyndmes de degré 1.

Soit PeC[X]. Le polyndme P, s’il n’est pas constant, possede au moins une racine
o, dans C, donc est divisible par (X —o;) : P=(X —o;)Q, avec d°Q, =n—1.
Si n=2, QO n’est pas constant, donc possede au moins une racine o, dans C, donc
est divisible par (X -a,) : @, =(X —a,)0, avec d°Q, =n—2. Donc le polyndme
P s’écrit P=(X —o;)(X —,)0, ... et ainsi de suite jusqu’a obtenir un polynéme
constant, ce qui arrivera au bout de n factorisations.

n
Donc le polyndme P s’écrit : P=a(X —oy)(X —0,)...(X —a,) =a] [(X —0,).

i=1
Les racines o, O, , ..., o, ne sont pas forcément distinctes.

Théoreéme : Tout polyndme P non constant a coefficients réels ou complexes qui

k
possede k racines distinctes o, Ol,, ..., O dans C s’écrit: P=aH(X —(xl.)m" ou
i=1
m; est 1’ordre de multiplicité de la racine o; et a le coefficient dominant de P.

4) Factorisation dans le corps des réels

Soit PeR[X]. Donc P = Zaka avec tous les a, réels: VxeR P(x)= Zakxk .
k=0 k=0

Comme R c C, on considere le polyndme dans C[X] : VzeC P(z)= z akzk .
k=0

n n
On peut remarquer que : VzeC P(z) = z a,7" = z 47" =P@).
k=0 k=0
Donc si o est une racine de P dans C, alors P(a) =0, et donc P(&) =0.
Donc si o est racine de P dans C, alors @ est aussi racine de P dans C. Elles peuvent
étre distinctes ou confondues. Si o = o, alors la racine O est réelle.

Théoreme : Les racines d’un polyndme P non constant a coefficients réels sont soit
réelles, soit complexes conjuguées deux a deux (avec le méme ordre de multiplicité).

Dans la factorisation de P, on a donc :
e soit des facteurs de la forme (X — o)™ avec o réel.

e soit des facteurs de la forme [(X —o)(X —o)]" =[X? —(o.+00)X +0ad]” ou
X? —(0+ @)X +ad estun polyndme irréductible dans R .



Polyndmes

-8- ECS 1

Conséquence : Dans R[X

], les seuls polyndmes (non constants) irréductibles sont les
polyndmes de degré 1 et les polyndomes de degré 2 avec un discriminant négatif.

On passe souvent par C pour factoriser un polyndme dans R .

Exemple : Factoriser dans R le polyndme P = X* +1.

Les racines de P = X* +1 dans C sont les racines 4™ de —1=¢

Les racines sont donc o, =e

D

N

Donc: P = (X———z—

{2 4]

§

in

(2k+1)in in

4

(X

pour k € [0,3]. On obtient : o, =e* =72(1+i),
:72(—1—i) et oy = —idl, :72(1—1').

£ ek 508)

_+_

— X2+ (X2 + X2 +1)

On obtient la factorisation de P en produit de deux polyndmes irréductibles sur R .

Autre méthode : P = X*

+l=(X*+1)?

—2X2 =(X2 = X2+ D)(X2+ X2 +1).




