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SOMMES ET PRODUITS

| — Généralités

1) Définitions
Définition : Une famille d’éléments d’'un ensemliteindexée par un ensemble npn
vide | est une application dedanskt dont les images sont notéeis— x; . La famille
est alors notééx ), -

C’est par exemple le cas des suites lorsige®N ou | =IN*.

On suppose qué& est un ensemble sur lequel on peut faire des additions (réels,
complexes, vecteurs, fonctions, ..)

Notation: Soitl un ensemble non vide (en général une partiNjle
in est la somme deg pour tous les indicese | (si elle existe).

iel

n
Sil =[p,n], on note :Z>q ou Z X (somme den— p+1 termes).

i=p p<i<n

6
Exemple: Si | = {149}, alors : > X =X, + X, + Xg. Et D X =X, + X5 + X,.
i=4

iel
On peut remarquer quest un indice muet) % = > x; = > X ....
iel jel kel

On suppose quE est un ensemble sur lequel on peut faire des produits.
Notation: H)g est le produit deg, pour tous les élémenis | (S'il existe).

iel

n
Sil =[p,n], onnote J[x ou [] % (somme den— p+1 termes).

i=p p<i<n

Les remarques sont les mémes.

2) Propriétés
Propriétés liées aux opérations

DA% =A% DX+ =D X+ DY,

iel iel iel iel iel
1—[7\%:7\'Cardll—[)q H)qu:HXIXHyI
iel iel iel iel iel

MAIS on ne peut rien dire dg Xy, et del—[(xi +V.).

iel iel

Exemple: 3 3 .+ (B+ 1):2 (X + 1)= 22k+21_n(n+1)+(n+1)_(n+1)

k=0 k=0
Propriétes liees aux indices
n q n
DX =D %+>.% silnI=0 z Z + Y. x (Relation de Chasles)
ielud iel ied i=p i=p i=g+1
n q n
[T x=]]xx][]% sitni=2 H =]]%x]] % (Relation de Chasles)
ielud iel ied i=p i=p i=g+1
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Exemple: 11 %3 35 17 19 23> R+ =) (R+ 1> (X+1)=1F-5"=96.
k=0 k=0

k=5

Changements d’indice

n+q

2. Xig

j=p+q

n
En posantj =i +q : D%
i= +q

>S5 ||:
Ko}

I
. . n n n
Enposantj=p+n—i : > x=> %, [[%= H Xow - |
i=p  j=p i=p  j=p
Plus généralement, sp est une application bijective dedansJ, alors on peut
effectuer le changement d’'indige= o(i) :

ZX _wa 1)) HX _H ()

iel iel

Exemple : io“ (R + 1)=Z [2 + 5)+ 1]=Z @ +1J)=2Zj+§5: 1k 5¢ 6+ 6x11=96.

i=0 i=0 =0 i=0

3) Cas particuliers a connaitre
Le premier est le cas ou la famille est constante :

n n
Sipsn: Ya=(n-p+la [Ta=a"""
i=p i=

En effet la famille comprengn— p+1) termes.

Le deuxiéme est le cas des sommes ou des produits télescopiques.

Exemple Z K+ D-k> ¥ 3 Z) 4- 3w G- 41 (FF-5)=6"-2°=32.
k=2

EXgII!I - : L—gx§xﬂx§—g—l
kok+l 3 4 5 6 6 3
Une somme télescopique est une somme de la f@r(n&;+l —X) ou Z(xi —Xi ) -
i=p i=p
n n n n+1 n
Elles sont opposées ed: (., —X) =D X, — > X = ZX - X .
i=p i=p i=p =p+l i=p

On posej =i+1 dans la premiére somme ¢t i dans la deuxieme. Donc avec la

n
relation de Chasleg)_ (X,; — %) = X, —

o . . X n_x
Une produit télescopique est un produit de la fonfe* ou [ |-
LL™y LLx
=p I=p N+l

n

. . X., X
lls sont inverses, et on raisonne comme pour lesrgem [ [ =% =

i=p X Xp

|| — Exemples usuels

1) Produit usuel

n
Il'y a un seul produit usuel : la factorielle d'un entir Hk aved0!=1]

La relation de Chasles donne la propriété principalee N (n+1)!=(n+1) xn!
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j=k+1 j=n-k+1

9 9 Ox 8x 7
Exemple : = =36 et = —84.

Conséquence(} k(n ol (n k) Hj—k I
9

2) Sommes usuelles

n n n
SommesusuellesZk:M zkzzn(n+1)(2n+1) Zk3 n(n+1)
k=1 k=1 6
n 1— n+1 n
> X = six=1 > x=n+l six=1
k=0 —X k=0
Mn
e Sk=(i1-j)= Z(n+1) Zj—n(n+1) zk Donczk=w
k=1 =1 =1 j=

. Z[(k +1)° -k =(n+1)° -1=n(n* + 3+ 3)

Zn:[(k+1) k3]_2(3k2+3k+1) 3zk2+3zk+z1 3Zk2 M

k=1 k=1
Donczkz S[n(n 13n13)-3 (n2+1) } n(n+125(21+1)
k=1

n
o D lk+D)* -k =(n+D)*-1=n(n’ + 4n*+ 6n+ 4)
n n n n n n
DT+ -k =D (4k> +6Kk* + 4k + D= D K>+ 6 k> + D k+ D :
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

an[(k +1)* - k] :4§n: k2 +n(n+D(2n+ 1)+ D o+ L+ n

k=1

st [n(n +4n? +6n+4)-n(n+ (D + 1~ 2 6+ 1-n ]:L‘TDZ

n
.« (- x)z X =3 (X =X =1-x"" (somme télescopique)

Les expressions s’en déduisent.

Bindme de Newton (a+b)" = Z[:jakb”k = Z[:ja”kbk

k=0 k=0

La démonstration se fait par récurrencersur

n n n n
ConséguencesZ[kj =2"et]>] (—1)"[kj =
k=0

k=0

3) Sommes déduites par dérivation
Si une somme a deux expressions, sa dérivée a aussi deux expressions.

n Nl
M:Six;tl,ona:f(x):zxk:llx |
k=0 - X
Donc : f'(x) = Zn“kxkfl __ -+ 1)X” L-x)+ @- X”ﬂ) _ 1— (n+1)xn 4 nx™
k=0 1-x)? (1— x)?
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Fno+ Dx" "+ nEDx" (1= x)* + 20— X)[1- (n+D) x" + nx""]

Et f"(x)= Zn:k(k—l)x'” _

@-x*
AP k2~ 2=nh+ X"+ 2(0° —n-Dx" +nB-n)x™*
Donc : f (x)_;k(k Hx? = T

Exemple2: f(Xx) = Z[ij" = (1+ x)" d’aprés le binbme de Newton.
k=0

Donc : f'(x) = ik@x“ —n@+ ™ et £ (x)= > k(k —1)@x“ (=1 L+ )"

[l — Sommes doubles
Lorsque I'on indexe sur une partie B&, la famille indexée est NOte(&; ;)i jer OU
(%.i)i.jyeixs SiON veut séparer les valeursi e dej.

Dans le cas d'une double sommation, les choses se compliquent car on peut
commencer a sommer sur le premier indice ou sur le second. On ne donnera que
guelgues exemples usuels d’interversion des sommations.

n m
D% =2 D0% 22>g i (sommation par colonnes ou par lignes)
peien i=p j=q j=qi=
j
Z %= anzn:xl J Zn: z (sommation au dessus de la diagonale)
p<i<j<n i=p j=i =pi=p
n-1 n n j-1
IR TEDIDIE TS le J (méme chose avec la diagonale exclue
p<i<j<n i=p j=i+l j=p+li=p
. < p(p+1)
Exerplel: >’ (+ )= ZI+ZJ Z pi+=5—
i=1j=1 i=1] j=1 j=1 i=

B p(p+1) _ n(n+1) p(p+1) npp+p+2)
Z_;le(wl) Z_iw% S, th o= >

Exemple 2 : 1%¢ méthode

S (+)=35 0+ )= Z{leuﬁzlj}

Zn)[ - +J(J—1)}

ki<js<n j=2i=1 j=2li=1 i=1 j=2
> (+i)=1 ZJ(J 1)- §{ijz—i1}3[”(””)(2”1)_1_”@*1)4
I<i<j<n j—2 =2 2 6 2
. n(n+1)(n 1)
Donc : (i+j)=——F"-
LKZ]:<I‘I

Exemple 2 : 2™ méthode Y (i+j):n§2n: (i+j):n§{zn: i+ Zn: j}

Ki<j<n i=1 j=i+1 i=1| j=i+1 j=i+1

Z (i+])= Z I(n—|)+21_21}=§[|(n n(n+1)_i@+1)}

Ki<j<n i= i=1 2 2
..o Y nn+)] 2n-1¥. 3
Y -3 ] 2 S
I<i<j<n i=1L i=1 =1
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.y N(n+1) m—lxn(n—l)__Sth—l)(Zl— 1
ng:gn('“)_(n D75 2 2 6
) ..y n(n+1)(n-1)
On retrouve : ) (I+j)——2 .

Ki<j<n
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