Ensembles -1- ECS1

ENSEMBLES

| — Généralités

1) Ensembles et propriétés

Une proposition (propriété) mathématique est un énoncé qui peut étre vrai ou faux.
Exemple « 5 est plus grand que 1 » est vraie, mais « 3 est plugjpetit » est faux.
Lorsque cette propositidd comporte une ou plusieurs lettres (variables), elle peut étre
vraie pour certaines valeurs de la variable et fausse pour d'autres. On lui associe
lensemble des valeurs de la variable pour lesquelles la proposition est vraie :
Sy ={ xe E/ P(X) est vraie.

Exemple «x est plus grand que 1 » est vraiexsi]l,+oo[ et faux sinon 'S, =]1,+o[.
Onnote I'ensemble vide (qui n'a aucun élément).

Si S, =E,onécrira: «xe E P(X » (quantificateur universel)

SiS, #d,onécrira: «dxe E  P(X » (quantificateur existentiel)

Exemple « ¥xeR X >0 »et«IxeC X =-1»

On établit ainsi une correspondance entre les propriétés et les ensembles. Les
ensembles sont définis :

- soit en extension : par la liste de leurs éléments.

- soit en compréhension : par une propriété caractéristiqgue de leurs éléments.

SiE est 'ensemble, on notef: la propriété correspondante.

Exemple: Résoudre 'équatiox® + 3% — 3x— 2= 0, c'est déterminer 'ensemb@
des réelsx qui vérifient I'égalité. L’ensemblé& est donc défini en compréhension :

S={X€|R | 2% +3X%-3x 2= C} On a fini de résoudre I'équation lorsque l'on a

déterminé les éléments 8e S= {— 2,—5 ;L}. On a exprimé en extension.

Symbolisme Langage Langage Symbolisme
des ensembles des ensembles des propriétés des propriétés
acE a appartient ZE. a vérifie P .

a est élément dE. P. est vraie poua.

agE a n'appartient pas &. a ne verifie pash: .
an’est pas élément de P. est fausse pou

EcF E est inclus dan§-. Si P est vraie, alord: P =B
E est une partie de. e vraie.
Tout €lement d& est | pyr quep. soit vraie, i
élément dé-.

suffit que P soit vraie.
E=F E est égal &. Pz est vraie si et P < B
E etF ont les mémes | xylement sip. est vraie.

eléments. . < iz
Revient a démontrer :

Revient a démontrer :
EcF etFcE =P eth =P

On note.~ E )I'ensemble de toutes les parties d’'un enseiibléet ensemble” H )
contient toujour& et J.
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Exemple Si E ={12}, alors les parties dE sont des ensembles dont les éléments
sont 1 ou 2 (ou tous les deux, ou ni 'un ni lautr¢l}, {2}, {12} eta.

Donc.~ (E) est 'ensemble de ces quatre ensemblesE )={@ {1 {2 ,{12}}.

Pour raisonner sur les ensembles (ou sur les propriétés

on les schématise souvent par des diagrammes.

Par exempleE — F sera schématisé par :

2) Intersection et _réunion

Définition : SoientA etB sont deux parties d'un méme ensenthle

On appelle intersection d& et B la partie A~ B={xe E/xe Aet xe B}. C'est
I'ensemble des elementsie E qui veérifient simultanément les propriétBg et Py.

C'est I'ensemble des éléments commuisehB.
Le schéma correspondant est :

Propriétés Pour toutes parties, B et C deE :
AnBc AetAnBc B.Donc: AN =J.
SiAc B, alorsAnB=A.Donc:AnE=A.
AnB=BnA (commutativité).
AN (BN O =(AnB)nC (associativité).
Leur démonstration est triviale sauf la dernierer&sonne par double inclusion.
Premiere méthodeF < G si et seulement sixe F xeG.
e Sat xe An(BNnC).Doncxe AetxeBnC.Doncxe AetxeB etxeC.
Donc xe AnB etxeC.Doncxe AnB)~C.
Donc AnBnC)c (An B)n C.
e Sat xe(AnB)nC.Doncxe AnBetxeC.Doncxe AetxeBetxeC.
Donc xe Aetxe BN C.Doncxe An (BN C).
Donc (AnB)nCc An(Bn Q.
Donc: An(BN O =(AnB)nC.
Deuxieme méthodeF c G H siet seulement ¥ cG et F cH.
e BNnCcBdoncAn B8nC)c An B.
ANn(BNnC)c Bn Cc C.

e AnBcBdonc AnB)nCc Bn C.
(AnB)nCc An Bc A
Donc: An(BN O =(AnB)nC.
| Si AnB =0, on dit que les parties etB sont disjointes.|
Les propriétéesP, et P; ne sont pas étre vraies simultanément : elles sont incompatibles.

Définition : SoientA etB sont deux parties d'un méme ensenthle
On appelle réunion dé e B la partie As B={xe E/xe Aou xeB}. Cest

I'ensemble des éléementsie E qui vérifient au moins I'une des propriétBg ou Pg.

On peut remarquer gque le « ou » n'est pas exc
Le schéma correspondant est :

} DoncAn BN C)c (An B)n C.

} Donc(AnB)NnCc An(Bn Q.
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Propriétés Pour toutes parties, B et C deE :
Ac AuBetBc AuB.Donc:AnBc AuBetAUE=E.
SiAc B, alorsAuB=B. Donc: Aud=A.
AUB=BUA (commutativité).
AU (Bu Q=(AuB)UC (associativité)

Leur démonstration est triviale sauf la derniere. desix méthodes précédentes
peuvent étre utilisées. IciGUH c F sietseulementsscF etH c F .
e AcAuBc(AuBuUC.

Bc AuBdoncBuCc (AuB)u C.

e CcBuCc Au(Bu Q.

BcBuC doncAuBc Au(Bu Q).
Donc: Au(Bu Q=(AuB)UC.
Propriétés. Pour toutes parties B et C deE :

A(Bu Q=(ANBU(ANC).
A(BhO=(AuBN(AUC).
Démonstration On raisonne toujours par double inclusion. Maislac deuxieme

méthode ne fonctionne pas dans les deux sens.
e Soitxe An(BuC).Doncxe AetxeBuUC.OrxeBuC siet seulement si

Xxe B ou xeC. Donc il y a deux cas : soite B, donc xe A et xe B, donc
xe AN B soit xeC, doncxe A et xeC, doncxe AnC. Donc xe AnB
ouxe AnC.Doncxe (AnB)U(ANCO).

Donc An(BuUC)c (A BU(AN Q.
e AnBc AetAnCc A.Donc AnB)u (AnC)c A.
AnBc Bc BuCetANCc Cc BuC. Donc AnB)u (AnC)c Bu C.
Donc (AnB)U(AnC)c A0 (BuU Q.
Donc: A(Bu OQ=(AN B U(ANC).
On peut généraliser ces notations a l'intersection ou a la réunion d’'un nombre
guelconquen de parties que 'on numérote a l'aide de I'ensentbiel, n_ :

n n
An..nA=NA=]A Avu..uA=JA=UA
k=1 kel k=1 kel
Onverra plus tard que I'on peut méme généraliser a une infinité de parties.

} Donc Au BuC)c (Au B)u C.

} Donc(AuB)uCc Au(BU Q.

Définition : Des parties non videgy,...,A, d'un méme ensemblg forment une
partition deE s elles sont deux a deux disjointeg (" A, =& pour tousi # ) et si

leur réunion est égale&a
Le schéma correspondant est :

3) Complémentaire d’'une partie

Définition : Si A est une partie d’'un ensemiie on appelle complémentaire de
dansE la partie :(z (A) = A={xe E/ x¢ A. C'est 'ensemble des élémentsle E

qui ne vérifient pad, . La propriété caractéristique; est donc la negation dg, .

Le schéma correspondant est : A @
E
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Propriétés Pour toutes parties e B deE :
E=0 J=E
A=A A~NA=QZ  AUA=E
Ac B est équivalent 8 — A.
Lois de Morgan AUB=ANB ANB=AUB
Les premieres sont évidentes. Montrons les troiséles:

« Supposons quéAc B. Soit xe B. Donc x¢ B. Or Ac B. Donc x¢ A. Donc
xe A.DoncB c A. Laréciproque se démontre en appliquant cetiét B.
Conséquence Demontrer P, = B; est équivalent a demontrePs = P;
(raisonnement par contraposée).

* ANBcAdoncAcAnB } Donc AU B c AN B.

AnBc BdoncBc AnB

* AcAuBdoncAUBC A Donc AUB c An B.
Bc AuBdoncAuBcB

e On appligue les deux propriétés démontrées pﬁécédemmeﬁt é B. On
ohtient : AUBc An B et AUBc An B, puisqueA = A et B=B. Donc en
prenant les complémentairedn B« Au B et AnBc Au B.

Ondit de maniére abrégée que la négation de « et » est « ou » et inversement.

On avu que &¥xe E P(X » signifie S; = E, donc S; =&. Donc la négation de

cette phrase correspond$ # &, donc a «dxe E P(x) ».

De méme la négation de3xxc E P(X) » est «vxe E P(X) ».

Exemple La négation de « Tous les chats sont gris » ésexiste un chat qui n'est
pas gris ». La négation de « Vous étes admissible a un concours » est « Vous étes
refusé a tous les concours ».

Quelle que soit la partié deE, Aet A forment une partition dE.
Démontrer queB = A équivaut & démontrer queNB= et AUB=E.

4) Autres opérations

Définition : SiA etB sont deux parties d&, on définit :

« la différence :A— B= An B ensemble des éléments Beui appartiennent &
et pas 8.
o la difféerence symétriqueAAB = (AU B)-( A~ B ensemble des éléments He

qui appartiennent Aou aB, le « ou » étant exclusif.
Une autre expression esbAB = (AN B)U (AN B.
Des propriétés de ces opérations seront vues en exercice.

5) Produit cartésien

Définition : SiE et F sont deux ensembles, on appelle produit cartésieh piar F
lensemble :Ex F ={(X, y)/ xe Eetye F}. LorsqueF = E, on noteEx E = E2.
On généralise ces notations ansembles :

Evx..xEy =[] B ={(%-.. %)/Vkell,nl xe E}
k=1

Et on noteE" sitous ces ensembles sont égafx a
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Il — Ensemble des entiers naturels

1) Propriétés

L’ensemble des entiers naturdNsest muni :

o d’une addition commutative et associative qui posséde un élément neutre 0. Mais
'équation a+ x = b n’a pas toujours une solution daNs

« d’'une multiplication commutative et associative qui possede un élément neutre 1,
qui est distributive par rapport a l'addition. Mais I'équatiar=b n'a pas
toujours une solution danN .

o d’une relation d'ordre total : toute partie non vide Neposséde un plus petit
élément et toute partie non vide majorée posséde un plus grand élément.

2) Récurrence
Théoreme Toute partie déN qui contient O et qui contient le successeur dewhac

de ses éléments est égaldNa
En effet, soitA une partie deN telle queOe A & Yne A (n+) e A.

On raisonne par 'absurde en supposant dueN . Donc A est une partie non vide
de N, donc qui possede un plus petit éléneer®r a= 0 puisqueOe A. Donc a-1
ed un élément deéN qui nappartient pas & puisqu'il est plus petit qua. Donc
a-1e A, et donc d’apres la deuxieme hypothése ( + X Al doncae A, ce qui
ed impossible puisqua e A. Donc la supposition était fausse/ft N .
Lorsque I'on a une propriété » n(, définie surlN, a démontrer pour tout entier
naurel, on peut lui associer 'ensemifedes entiers naturefstels que P 1§ )soit
vraie. On définit ainsi une partiede N et on veut montrer qué =N . Il suffit donc
dedémontrer deux propriétés précédentes :
. 0e A, cest-a-dire.» (0)est vraie. C'est la phase d'initialisation.
. VneA (n+1) e A, cest-a-dire chaque fois que’ n (eyt vraie, alors» n+ 1)
ed vraie. C'est la phase d’hérédité.
On aura ainsi démontré que= N, c’est-a-dire que~ n( ¥st vraie pour toun. C'est
le principe des « dominos cascades » : on pousse le premier (initialisation) et chaque
domino fait tomber le suivant (hérédité).
Plus généralement, il se peut que I'on ne puisse pas commencer a 0, mais seulement a
partir d’'un entierp. La partieA associée est alors I'ensemble des entiers natutels
que .~ (p+n) soit vraie. En montrant qué& =N, on montre que ~ N )est vraie
pour tout entiem> p.
Théoréme Si une propriété~ n kst définie pour tout entien> p et si elle vérifie
les deux hypotheses suivantes :
« Initialisation : .~ (p) est vraie.
. Hérédité : chaque fois que’ n (8st vraie pour un entien> p, alors.~ Q0+ 1)
est vraie.
Alors P (n) est vraie pour tout entigr> p.

Exemple T Démontrer quezneN 3" > 2n+1.

Ici, la récurrence commence@= e0la propriété »~ r{ st :3" > 2n +1.
Initialisation. Pourn=0 :

3"=3"=1et 21+ 1= 2x0+1=1. Donc P > 2x 0+1. Donc.~ (0) est vraie.
Hérédité

Il s’agit de montrer que chaque fois quen ¢€s} vraie, alors ~ n(+ st vraie.
On suppose donc que’ n (est vraie pour uantiern, c’est-a-dire qued” > 2n+1.
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La supposition3" > 2n+1 est appelée « hypothése de récurrence ».

On sait que3™™! = 3x3". Donc en multipliant par 33" > 6n + 3.

Or 6>2 etn>0, donc 6n> 2n, donc3™ > 6n+ 3> 2n+ 3, donc3™ > 2(n+ 1)+ 1.
Donc chaque fois que# n( @st vraie, alors ~ n(+ 1gst vraie.

Conclusion: Donc pour tout entien>0,on a : 3" > 2n+1.
Exemple 2 Pour tout entiem>1, on définit la somme S, = 1+ 2+...+ n que l'on

n
note S, =Y k. Démontrer que YneN* S, = nn+d)

k=1 2

. L R s n(n+1)
Ici, la récurrence commence= eflla propriété~ r{ est:S, = 5
Initialisation.
Paurn=1:§,=38=1et n(n2+1) = ](1;1) =1.Donc S :@.
Donc .~ (1) est vraie.
Hérédite
Il s’agit de montrer que chaque fois quen ¢€s} vraie, alors» n(+ 1gst vraie.
On suppose donc que’ n (est vraie pour un entier c’'est-a-dire qUEs, = w
Et on montre alors que” n¢ Bst vraie, c'est-a-dire qu8,; = W
R . n(n+1) .

Par hypothese de récurrencs,: = .Etonsaitque§,; =S, +(n+1).
Donc S, ., = n(n2+1) F(n+1)= n(n+1)J2r 2(n+1) _ (n+ 1)2(n+ 2).
Donc chaque fois que~ n( gst vraie, alors» n(+ 1pst vraie.
Conclusion
On a Vérifié les deux hypothéses du théoréme. Donc on peut conclure : la propriété

. . 0 n(n+1)
.»(n) est vraie pour tout entiar>1. Donc : VneN* § = z k:T'
k=1
3) Autres Récurrences
Le principe d’'une récurrence est d'utiliser a chaque fois un rang pour démontrer le
suivant. Mais parfois, un rang ne suffit pas, on en a besoin de plusieurs. On applique
alors le théoreme a une autre propriétén) .

Exemple: Soit la suite définie patg = 1, =2 et VneN Uy, » = —2U,,1 —U,.

Démontrer que YneN u, = (-1)" @—3n).
Pour I'nérédité, pour calculeun, ,, on aura besoin de I'expression des deux termes
précédents. Donc on fait une « récurrence doeible

u,= 1" @-3n)

Uy, = CD™[1-3(n+1)]

€1 @-3x0)=1=u,

) @-3x)=2=uy,

e Hérédité: On suppose queé (n) est vraie, donc que~(n) e .~ (n+1) sont
vraies. On démontre que (n+1) est vraie, donc que/(n+1) et.~ (n+2) sont
vraies. Pour~ (n+1), c’est dans I'hypothese de récurrence. Il restéh + 2) .

La propriété< (n) est formée de~(n) & .~ (n+1) : {

e Initialisation: < (0) est vraie car{

Cours de mathématiques - ECS1 - Catherine Laidebeure - Lycée Albert Schweitzer, Le Raincy - 2011



Ensembles -7 - ECS1

On suppose dong, = 1)"(@1-3n) etu_, = € " [- 3+ 1)]= 1" (Bn+2).
U, =—2U,, -U,=— 224 T B+ 2 €1 & )= 1" (-5-3n)
Or )™ =(-)". Donc :u,,, = )"?[1-3(n+2)]. Donc.~ (n+2) est vraie.
e Conclusion: < (n) est vraie pour tout, donc.~(n) est vraie pour tout.
Dans d’autres cas, il faut supposer plus.
Théoreme (Récurrence forteSi une propriété ~(n) est définie pour tout entie
n> p et sielle vérifie les deux hypothéses suivantes :
. Initialisation ;. (p) est vraie.
. Hérédité : chaque fois que, pour un entier p, la propriété est vraie jusquia
donc.~(p), .7 (p+1),...,.~(n) sont vraies, alors” (n+1) est vraie.
Alors . (n) est vraie pour tout entiem> p.

Ce théoreme est issu directement du précédent queapplique a la nouvelle
propriété< (n) : « pour toutk <n, .~ (k) est vraie ».

=

n
Exemple: On considére la suite définie pay = elvneN u,, = Zuk :

k=0
Démontrer quevneN* u_ =2"".

n

0
o Initialisation: y => u, =u, =1=2°.
k=0
o Hérédité: On suppose queke[Ln] u, =2“" pour un entiem>1.
2" -1
2-1

n n
Doncu,, =Y U, = &Y 2 =141+ 2+ ..+ 2" =1+ =2",

k=0 k=1
o Conclusion: VneN* u, =2"".
Remargue La récurrence double ne rentre pas dans ce cahérrdité nécessite
effectivement deux termes, donc ne pourrait commencer qu'a 1. Il faudrait donc
initialiser en démontrant” (0) et.~ (1) .

1l = Ensemble des entiers relatifs

L’ensemble des entiers relatfs contientN . Ses propriétés prolongent cellesNe

Il est muni :

« d’'une addition commutative et associative, qui possede un élément neutre 0. Mais
de plus tout élémera possede un symeétrique-a), donc I'équationa+x=b a
toujours une unique solution da#s

« d’une multiplication commutative et associative qui possede un élément neutre 1,
distributive par rapport a l'addition. Mais I'équati@x = b n’a pas toujours une
sdution dansZ .

« d’une relation d’ordre total : toute partie non vide minoré&.dpossede un plus
peit élément et toute partie non vide majorée ZAeposseéde un plus grand
éelément.

On peut décrireZ sous la forme Z=Nu (-N). Donc, démontrer une propriété sur

Z. revient a la démontrer pour tomkIN , puis pour tous les entie(sn) ouneN.

IV — Ensemble des nombres rationnels
L’ensemble des rationnel® contientZ . Ses propriétés prolongent cellesZiell est
muni :
« d’'une addition qui a les mémes propriétés que cellés .de
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« d’'une multiplication commutative et associative qui posséde un élément neutre 1,
distributive par rapport a l'addition. Mais de plus tout élément non nul a un
inverse dang€), donc 'équationax = b a une unique solution dags si a = 0.

« d’une relation d’ordre total. Mais on perd une partie des propriétés.

Un premier probleme est la non unicité de I'écriture : tout rationnel s’écrit sous la

forme x =" avec(p, g) eZxN*, maisp etq ne sont pas uniques. Par contre, il existe
q

une unique forme irréductible etq n'ont pas de diviseur commun).

Un second probléeme est qu'il existe des parties non vides majorées qui n‘ont pas de
plus grand élément. Par exemple={xeQ/ X <2} est non vide (cade A) et
mgorée par 2. On raisonne par I'absurde. SupposonsAquessede un plus grand

élémenta, qui vérifie a® < 2. Montrons gu’il existe un élémemt= a+— (donc plus
n

grand quea) qui appartient &. L'entier n doit vérifier §+i2< 2-a%. Orn>1,
n n

donc n® > n, donci2 <L 1l suffit donc queza—+1< 2-a?%, doncn> 2a

n“~ n n 2-a

si A a un plus grand élémeat il vérifie a®> = 2, donc il existe deux entiepset q tels

+1
2

. Donc

que p? =2qg° et tels que la fractiong soit irréductible. Don@ est pair: p=2p'.

Donc g° = 2(p')?. Doncq est pair ce qui est impossible (fraction irréductible).
Cependant, une remarque importante est qu'entre deux rationetly, il existe

. . +
toujours un autre ratlonne)tiz—y.

Pami les rationnels, il y a les décimaux est décimal sitneN 10" xeZ.
V — Ensemble des nombres réels

1) Structure

L’ ensemble des réels contientQ . Ses propriétés prolongent celles@e

Il est muni :

« d’'une addition qui a les mémes propriétés que cellegg.de

« d’une multiplication qui a les mémes propriétés que celled .de

« d'une relation d’ordre total qui possede des propriétés complémentaires.

2) Valeur absolue

Définition : VxR |X = max(x,—x) donc|x = x si x>0 et|x=-x sinon.

On en rappelle quelques propriétés.
Propriétés: [x| >0 et|x =0« x=0.

x|_IX
yl |yl

IX[=|y] < [x+ Y <]%}+| ¥ (mais pas d'égalité en général)

Ixy| =|X x|y et par conséquev"w(n =|x" et

La valeur absolue est une distance®ur |x— a| est la distance enteeet x.

ConséquencesPour tous réela et x, et tout réel positif :
[x—a|<r < xela-r,a+ 1] [x—a>r < xe] -, a- fu]a+ r,+od

L'appartenance a un intervalle est équivalenteeginggalité en valeurs absolues.
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a+b
2

b-a
>

Exemple xe[3,7]< |x—§< 2, plus généralementxe[a 1 < | x— <

3) Partie entiere

L’ensemble des intervall¢s, n+1[ avecn eZ est une partition d& .
Donc:vVxeR dlneZ n< x< n+l.

Définition : On appelle partie entiére d’un ré&de plus grand entier inférieur ou égal a
X. On le noteEnt(x) ou| x |. Donc par définition ¥xeR  Ent(x) < x< Ent(x)+ 1.

Plus précisémentn = Ent(x) < neZ et n< x< m+1,

La partie entiere d’'un entier est lui-méme = Bt )xeZ. .

D’apres ce qui précéede, sur chaque 1 .

intervalle de la formerfn+ 1oun

est un entier, on a l'inégalité :
Vxe[nn+tl] n<x<n+l T

Donc : Vxe [n,n+1] Ent(x) =n.

La fonction est donc constante sur

chacun des intervalles h+ 1]

La fonction partie entiere est upe
fonction en escalier croissante. E—

4) Borne supérieure et borne inférieure

Définition : On appelle borne supérieure d’'une padkiede R le plus petit des
vxe A X< M

Ve>0 IXeA M-g<Xx

La borne supérieure n’appartient pas forcémerh fpar exempleb est borne
supérieure déa,b[ ). Lorsqu’elle appartient A, c’est le plus grand élément 8e

Définition : On appelle borne inférieure d’'une parfiede R le plus grand depg
VXxe A Xx=m

Ve>0 Ixe A X< Mg

Le théoreme suivant est le résultat essentiel danwdpriétés de .

Théoréeme DansR, toute partie non vide majorée posseéde une borrgrisupe et
toute partie non vide minorée posséde une bornaduofér

Ce théoreme a évidemment des conséquences imporpantess suites.

U7

majorants (s'il existe) M =sypA < {

minorants (s'il existe) m=inf A< {

5) Conséguences pour les suites

Théoreme de convergence monotor@ans R, toute suite croissante majorée fest
convergente et toute suite décroissante minoré@pgeigente.

Démonstration On suppose que la suife,) est majorée YneN u, <M.
Onnote A={u,/neN}. Cest une partie non videl{ € A), majorée paM.
Donc elle possede une borne supérieu@oncve >0 In, eN a-e<u

<
no_a.

Or la suite est croissante. Donge >0 3y eN vnzn, a-g<y <yz<a

Donc:Ve>0 dnyeN Vnxn, |u,—g<e.Donc(u,) converge vers.

Conséquence Dans R, deux suites adjacentes sont convergentes et oméfae
limite.

Rappel: Deux suites(u,,) et (v,) sont adjacentes si 'une est croissante et l'autre
décroissante, et siim (u, —v,,) =0.

N—+o
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Démonstration Supposongu,) croissante efv,) décroissante.

S'il existait un entiep tel quev, <u,, alors :vn>p v, <v, < u, <y, et donc on

auait vnz=p O0<u, -V, < Yy, -V, ce qui est incompatible avekim (u, - v,,) =0.
N—+o

Donc: VnelN u, <V,. Donc, étant donnés les sens de variations des sigi®s :
vnelN u,<u, <V, <y. Donc la suite(u,) est croissante majorée pg et la
sute (v,) est décroissante minorée pay. Donc les deux suites sont convergentes et
ort la méme limite carlim (u, —v,) =0.

N—+0
Conséguence 1 Tout réel est limite de deux suites adjacentesatiennels : les
valeurs décimales approchées par défaut et par exces.

Démonstration On pose ¥neN a, = Ent(10"x), donc : a, <10"x< g, +1.
8, a, +1

On définit les suites u, =—— etv, =———. Donc :vneN u, < x<vy,.
10" 10"
Et: lim (v, —u,) = lim i:O.
N—+o n—+w 10"

De plus, puisque, <10"x< a, +1, on al0a, < 10™'x < 1, + 1C.

Or a,,; = Ent(10""x) est le plus grand entier inférieuri@™'x. Donc :10a, < a,,,

eta, ; +1<10a, + 10. Donc :u, < Uy, etV,, <V,.

On obtient ainsi deux suites adjacentes donc convergentes vers la méme limite qui est
égale axcar : YneN u, < x<\,.

Rappel: Sia est un réel eh un entier, on appelle racimé™ de a toute solution de
I'équation x" = a.

Conséguence 2Tout réel positif posséde une unique racing positive notéea
Démonstration Soita > 0.

Tout d’abord, il y a unicité car s'il y a deux solutidmstc, on auraitb” =c" = a. Or

sion avaitb < ¢, alors on auraib” < c", et si on avaitc < b, alors on aurait" <b".
Donc on ab=c, et donc il y a unicité. Montrons l'existence.

OnconsidéereA = {x eR" /X" < a} . C’est une partie d&® non vide car elle contient 0.

Elle est majorée. En effet, si>1, onaa<a", doncvxe A X'<d', doncx<a

car en raisonnant par 'absurde, si on avait a, alors on auraix" > a". Et sia<1,
alors vxe A x" <1, doncx<1 avec le méme raisonnement.

Donc A posséde une borne supériebre

« On suppose qub” > a. Pour toutx € A, on sait quex<b carb majoreA.

n-1
Or:b"-x" =(b— x> B X, donc :b" — x" < nb™ (b- 3.

k=0
Deplus xe A, doncx" <a, donc :b" —a<b" - x" < nB"}( b- .
n__ n__
Donc:Vxe A x< b- b a. Donc b - b —a est un majorant da.
nbn—l nbn—l

Or il est plus petit qub. Donc c’est impossible.

e On suppose que" <a. On va montrer gu’il existe un élément Aelus grand
queb, donc de la formé + ¢ . Soit un réek tel queO<e<1.
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n n-1
D'aprés la formule du bindme(b + )" = Z(nj b*e" K =b" + Z(Ej bke™k
k=0

k=0 k
n-1 n
Or:0<e<1,donc:e"*<e.Donc:(b+e)" <b" +82(kjbk <" +e(l+ D",
k=0

n

Donc pour queb+¢)" < a, il suffit que e < a

—, et toujoursO< e <1.
b)
N

Il suffit donc de prendre = Min (1, (?_t?)”j et on obtient un élément deplus
+

grand québ, ce qui est impossible.
Donc b" = a. Doncb est 'unique racin@®™ dea.

VI — Ensemble des nombres complexes

1) Structure et forme algébrigue

L’ensemble des complex&s contientR . Ses propriétés prolongent celles Rle Il
eg muni d'une addition et d’'une multiplication qui ont les mémes propriétés que celles

de R. Mais il contient un élément noidel quei® =-1. A cause de cela, il n’est pas
muni d’une relation d’'ordre compatible avec les opérations.

Tout nombre complexe s’écrit de maniére uniqusous la formez= x+iy oux ety
Re(z)= Reg "

Im(z) = Im(z")
SiIm(z) = 0, alorsz est réel. SRe(z) = 0, alorsz est imaginaire pur.

sont deux réelsx=Re(z) et y=Im(z). Donc :z= 7 < {

Cela se traduit parx+iy = x'+ iy'c{ sy X y)eR”

Les calculs dansC s'écrivent simplement en utilisamt = -1, puis en rassemblant
patie réelle et partie imaginaire.
Exemple (3—2)(2+ 5)= 6- 4+ 1b+ 16- 16 1.

V(a,b)eC? (a+h?=2a+2ab+ B. (a—b)? = a®> —2ab+ If.
V(a,b)eC? a’-b’>=(a- B(a+ B (a+b+0?=a’+HF+ é+2ab+2ae2b
V(a,b)eC? (a+bh’=2a+3&b+r3af+ 5. (a-b)*=a’-3a’b+3af- b
V(a,b)eC? a-b*=(a- B(& + abr b). a®+b®=(a+ b(& - ab+ B)

n-1
Plus généralementa” -b" = (a- b & b,
k=0

nn nn
Formule du bindme de Newtor{a+b)" = Z(kj agk = Z(kj a"kp*
k=0 k=0

R - n n! o ,
ou les coefﬂment{kj = m sont les combinaisons que 'on peut calculer par le
I(n—K)!

triangle de Pascal et qui vérifient les propriétés :

g () sewen

Exemple (3—2)° = 27- 54— 36- B=— 9 4¢.
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On appelle nombre complexe conjuguézde x + iy le complexe Z = x-1iy.

Propriétés 72+72'=72+ 72 z'=7x?2 (zijzz (Zn)z(z)n
z

A l'aide dez et de son conjugué, on peut exprimer les parties réelles et imaginaires.

Pour tout nombre complex= Re(z):izZ et Im(z) =%. Donc :
|

- zestréel si et seulementsi=Z .
- zestimaginaire pur si et seulementzst -z

2) Rappels de trigopnométrie

Sile plan a pour repére orthonorr®, U, V), a tout réeld, on peut faire correspondre
un unigue pointM du cercle trigopnométrique tel qug soit une mesure de l'angle
(G,OM) . On définit alors les lignes trigonométriques :

e cosO est l'abscisse du poiM. Donc : cosb = 0< 0 sg ().

e sin0O est 'ordonnée du poiMd. Donc :siN6=0<06=0 ().
sno . coso

e tanf=""sig=> () etcotanO=—— si06 =0 (n).
cos0O 2 sin 0

Les fonctions sinus et cosinus ont une péri@deet vérifient :cos’ 0 + sirf 6 = 1.
Les fonctions tangente et cotangente ont une pénoég sous réserve d’existence,

vérifient : cotand = i

tan®
Les lignes trigopnométriques usuelles sont :
0 0 /6 /4 /3 /2

coso 1 J3 J2 1 0

2 2 2
sino 0 1 J2 J3 L

2 2 2

tano 1

0 — 1 3

= J3

cotand 1
1 — 0

v e

Les symétries permettent de calculer d’autres ligngenométriques (toujours sous
réserve d’existence de la tangente) :

cos(-0)= cod sin(—0) = —sin® tan(-0)= - tard (symétrie Ox)
cos(t—0)=-co® sin(r—06)=sind tan(t—0)=— tarp (symétrie Oy)
cost+0)=—-cod sgn(xm+0)=-sin® tan(E+06)= tard (symétrie O)

cos(g - ej ="siM sin (g - ej ="cosh tan(g - ej ="cotar® (symétrie 1 biss)

cos(g + ej =—sim sin (g + ej ="cosd tan(g + ej = —cotar® (symétrie 2™ biss)
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On peut d’ailleurs les retrouver avec les formules suivantes :
Formules d’addition cos@+b)= cosa cob— sim sih
cos@—-b)= cosa cob+ sim sih
sin(a+b) =sinacosb+ cos sirt
sin(a—b) =sinacosb— cosa sirp
tan@-+ b)= tana+ tarb tan@— b)= tana— tarb
1-tana tarb 1+ tana tarb
En appliquant les formules pobr=a, on obtient :
Formules de duplicationcos2a= coda— siha= 2cdsa— 4 4 29a
sin2a = 2sina coxa

tan 23 — 2tan;51
1-tan”a
On peut ainsi transformer des produits en sommes :
cosa cod = % [cos+b }» codA- b cos’ a =% (I+ cosa
sin asinb=—%[cos@+ b) cosé- b) sinzazé(l— cosa
sin acosbzg [sin@+ b+ sin@— b) sin acosazé sina

Inversement, on peut aussi transformer des somma®oduits :

Cosp+ cogy= Zcosp;r—q ceg;—q CosSp— cogy=— ZsinDZ—q SiFP;—q

sinp+ sing = ZSianzr—q cosD;—q sinp—sing= ZCOSD;rq sir!D; g

3) Interprétation géométrique des complexes et forme trigopnométrique

Si le plan a pour repére orthonorn®,d,v), a tout pointM (X, y) on associe uf

—

unique complexez = x+ iy appelé affixe du poirl ou du vecteutOM .

La somme de deux complexes s’interpréte alors conomeng de deux vecteurs.

La multiplication par un réel s’'interprete comme la multiplication d’'un vecteur par un
réel. Mais c’est plus compliqué pour la multiplication par un complexe non réel
(similitude). L'application z+—» Z s’interprete comme symétrie orthogonale par
rapport a l'axe des abscisses.

On appelle module du nombre complexe x+ iy le réel|z|=vzz=+ X + ¥ .

Géométriqguement, c’est la distan€&/ . Donc|z|=0 < z=0.

Z -
B perlslield -

Y4

ZI

n

z :|z|n

Propriétés: |zz'|=|74x| 2|

Sizest réel, son module est sa valeur absolue.
On noteU 'ensemble des nombres complexes de module 1. L’ensemble desNpoints
du plan dont l'affixe appartient @ est le cercle trigopnométrique. lls sont donc repérés

par I'angle (G,OM) : il existe un réeb tel queM ait pour coordonnée&osd ,sird |,
donc pour affixecos0 +i sind. Le réel® est unique @kr pres.
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La fonction ¢ définie par: ¢(0) =cosd+i sirf vérifie @(0+6") =o(0)+o(0")
d’apres les formules d’addition. C’est une propriété analogue a la propriété
caracteéristique des exponentielles réelles.

Notation exponentielle coso +i sind = €°

Propriétés €°=1 €"=-1 e’ =1 g0 =eii9=ei_9
0, 0 0 i
Formules d’Euler cosd = % sind =< 2_e
|

Formule de Moivre VneZ (cosd+i sird } = cos0+i sind

Les formules d’Euler correspondent a I'expressionpdetes réelles et imaginaires.
La formule de Moivre se démontre par récurrenceNsupuis sur(—IN).

z

| | =1. Donc il existe un réeb tel que
yd

On peut remarquer que si= 0, alors

z - ,
H: €?, donc tel quez= |z| €®. On peut remarquer qué est une mesure de l'angle
z

(G,0m) olmest le point d’affixeé, mais aussi de I'angl@i,OM) car|z|> 0.

Si z# 0, on appelle Argument denoté l'angle(d,OM) oulM est le point d’affixez

D

On appelle argument detoute mesured de l'angle (G,OM). Il y en a donc uné
infinité : tous ces réels sont congrus modgfo. Par abus d’écriture, on noteg(z).
Il en existe un et un seul dahs =, ], appelé argument principal.

Propriétés arg(zz') = arg(z)}+ arg(z) (2 ag(z") = narg@z) ()
arg(%j =argiz)- arge ) (2 arg(%j =-argz) ()
ag(-z)=n+arg(z) () ag(z)=-arg(z) (Z)

Les propriétés précédentes sont vraies pour tougrdgsnents, mais il n'y a pas de
propriétés spécifiques pour les arguments principaux.
Tout nombre complexe non nsécrit sous forme trigonométrique ou exponentielle
z=re"® ol r est un réel strictement positif &t un réel. Le réel est unique :r = |z|
Mais le réel® ne l'est pas 0 est_unargument de z, donc toutes les solutions sont
r=r'

0=0" (2n)

La notation6=6" (2n) signifie que :3keZ 0=0'+2kn.

congrues modul@r. Doncz= 7' < {

4) Radnesn-iémes d’un nombre complexe

Définition : Sin est un entie(n > 2), on appelle racine®™ d’un nombre complexg

toute solution de I'équatioa” = Z .

Si Z =0, ily a une unique solutioa=0.

Si Z %0, alorsZ admet une forme trigonométriqu&:= Re®. On cherche alors les
solutions de 'équatiorz” = Z sous forme trigonométriquez.= re'® .
r"=R

Orz"=r"e™.Donc:z2"=Z < .
dkeZ np=0+2kn
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L’équation r" = R admet une unique solutian= YR dansR*.

La seconde équation équivaut ak eZ (ng+&, donc a une infinité de
n n

solutions, mais comme?™ =1, il n'y a quen valeurs distinctes pou® .

Théoréme Tout nombre complexe non nél= Re® admetn racinesn®™distinctes :
.0+2km

vkelon-1 z =YRe n .

Dans le cas particulieroi=1,ona:R=1et0=0.

2ikm
Théoréme: Les racines®™°de l'unité sont vk e10,n—-11 o, =e " = (o) .
. n-1
La somme de toutes les racimES™de 'unité est nulle ", =0.
k=0
n-1 n-1 n
1-(» i
Eneffet 1Y o, = (o) = @) g car (0)" =€”" =1.
k=0 k=0 1-oy

Exemple: Les racines carrées de 'unité sont 1-«f).

2in 4
Les racines cubiques de l'unité sontjlse 3 = —%+ i? et j>=e3 = —%— i?.

Les racines A"°de I'unité sont 1i, (1) et (—i).

Théoréme On obtient toutes les racine$™S d’'un nombre complexe non nyl
Z =Ré’ en multipliant 'une dentre elles par les racine®™* de lunité. Par
exemple :vk e00,n-11 z = o, = %(»,)*. Leur somme est nulle.

Exemple Déterminer les racines cubiques @é). On sait quei® = —i . Donc I'une
des racines cubiques dg-i) esti. Donc les trois racines cubiques @¢a) sonti,
V3 1 31

ij=———jZetijf="2—j=.
2 2 2 2

5) Equations du second degré dans le corps des complexes

On considére dang I'équation :aZ + bz+ c=0 aveca, b etc complexes et = 0.

2 2
L o R -4
Cete équation équivaut {z+£j = %.
a

2a
On définit comme danR le discriminantA = b? — 4ac.

. . : . b
Si A =0, alors I'équation a une seule solution « doublez»= :—2—.
a

Si A#0, alors A admet deux racines carrées distincddegt (—3) . Donc I'équation

admet deux solutions distincteg,:= Ll z, = b+d
2a 2a

La détermination ded ne se fait pas toujours sous forme trigonométriquais
souvent sous forme algébrique, ou du moins en combinant les deux.

Exemple Résoudre 'équatiorE] : z° — (1+ i)z+ 4+ 8i= 0.
A=1+i)* - 4(4+ 8 )=—16- 3D. On cherche deux réedsetb tels ques = a+ib.

42 b’ =-16

8% = A équivaut 3 _mais on a auss$s|® =|A|.
a7V S <|o
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4 -b’=-16 4 =9
Donc a2 + b? =162+ 30% = 34. Donc :{&% +b?> =34 . On obtient{b? =25 .
ab=-15 ab=-15
. a=3 a=-3 )
Les solutions sont dor{cb_ 5 ou { e Donc6=3-5i.
Les solutions del) sont:z = % =-1+2 etz, = 1+i+3-9 2-2i.
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